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1. Introduction

Le present travail est une contribution a l'etude du probleme suivant:

Soient X ,X2 . ,X des observations dont la loi (simultande)

appartient 'a une famille E a {P 06 (3 }. Sous quelles conditions,n 3,n' n

et en quel sens, peut-on affirmer que la famille E est proche d'une

famille Gaussienne G ?
n

Le terme "proche" sera entendu au sens de la distance A introduite

dans l'article [11] (Le Cam, 1964). Il ne s'agit donc pas de savoir Si

telle on telle fonction des observations a une distribution proche d'une

loide de Moivre-Laplace mais de savoir si les fonctions de risque disponibles

a partir de E sont proches de celles disponibles sur G . Les defini-

tions precises de la distance A et des familles Gaussiennes sont

rappelees en Section 2.

L'etude qui suit est une etude locale, puisque nous ne considerons

que des familles En o'u des paires (Ps,Pt ) extraites de En ne

se separent pas entierement. Par contre, la situation consideree ici

est "non parametrique"'en ce sens que les ensembles (n peuvent etre

totalement arbitraires. Le seule exception a cela est le Theoreme 4.3

qui est un theoreme global o'u les (3 sont assujettis a des conditions

qui restreignent leur dimension metrique.

*Research supported by National Science Foundation Grant MCS84-03239.
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Nous avons traite separement, en Section 4 le cas d'observations

independantes equidistribuees parce que le probleme d'approximation s'y

pose de fa9on tres claire, et aussi parce que les espaces de Hilbert qui

interviennent dans les approximations Gaussiennes y prennent une forme

concrete et agreable. Toutefois les demonstrations principales se font

aussi facilement pour le cas d'observations qui ne sont ni independantes,

ni equidistribuees mais seulement sujettes aux conditions de negligibilite

des Sections 5 et 6. Ces demonstrations ne sont donc pas repetees en

Section 4.

De fagon plus precise, le travail est organise de la fa9on suivante.

La Section 2 rappelle les definitions necessaires de distances. Elle

contient aussi la definition des familles Gaussiennes et quelques remarques

sur la structure des noyaux de covariance qui peuvent intervenir dans

l'approximation d'une famille E donnee.

La Section 3 a pour objet de situer le present travail par rapport

a d'autres etudes qui considerent aussi des approximations Gaussiennes.

Le point principal est que ces autres etudes utilisent des hypotheses,

telles que les hypotheses dites LAN, qui sont des salades ni9oises

melangeant les conditions d'approximabilite Gaussienne avec des parametri-

sations speciales. Elles ne peuvent donc couvrir le cas general et

laissent meme echapper des cas tres simples oiu les observations sont

independantes equidistribuees.

En Section 4 nous demontrons quelques theoremes d'approximation pour

des observations independantes equidistribuees et enonrons une conjecture:

La condition de Lindeberg qui est evidemment necessaire pour la validite

locale de l'approximation Gaussienne est peut-etre aussi suffisante.

Enfln nous donnons un theoreme d'approximation globale qui semble peu connu,
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mais tres utilisable.

La Section 5 commence 1'etude de situations olu les observations ne

sont ni independantes, ni equidistribuees mais sujettes a des conditions

inspirees de la condition de Lindeberg de la Section 4. On y donne des

resultats qui permettent de tronquer les rapports de vraisemblance et

d'obtenir une approximation de type exponentiel semblable a celle utilisee

en Section 4. L'utilisation de telles approximations pour l'etude de la

construction d'estimateurs y est brievement decrite.

La Section 6 reprend les hypotheses de la Section 5 et montre que,

sous une hypothese de mesurabilite supplementaire, on peut approcher

1'experience par une experience "Gaussienne mixte". Il s'agit la d'une

famille de mesures dont les rapports de vraisemblance ont la meme struc-

ture que ceux d'une famille Gaussienne excepte pour le fait que ce qui

joue le role d'une matrice de covariance est maintenant aleatoire. Si

l'on prend les distributions conditionnelles etant donnees ces matrices,

la famille devient Gaussienne.

N'ayant pu demontrer que l'approximation est valable pour la distance

forte A, nous montrons qu'elle est valable pour des distances obtenues

en considerant des problemes de decision oiu les decisions possibles sont

ou bien en nombre fini fixe, ou situees dans un espace vectoriel de dimen-

sion finie fixee,ou dans une boule Hilbertienne quelconque, la fonction

de perte etant alors le carre de la norme.

Nous donnerons, dans un travail ulterieur des applications des

resultats des Sections 5 et 6.

Le present article a ete lu avec un soin minutieux par un rapporteur

anonyme. Je lui dois tous mes remerciements pour avoir corrige mes calculs

et aussi pour avoir, ici et la, ameliore mes bornes.
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2. Distances entre experiences - Experiences Gaussiennes

Soit 0 un emsemble. On appelle experience indexee par S toute

structure formee d'une tribu A de parties d'un espace X et d'une

application 0 --> P de 0 dans itespace des mesures de probabilite sur

A. Soient E = {P; e E Gd et F = {Q; 0 E 0} deux experiences indexees

par le meme 0 mais peut-etre portees par des tribus differentes. On a

defini dans [11] un ecart A(E,F) par une methode qui, mis a part des

considerations techniques de peu d'interet ici, revient a dire ceci: Pour

toute fonction de perte W telle que 0 < W < 1, pour toute fonction

de risque r disponible sur 0 en utilisant l'une des experiences, il

existe une fonction de risque r' disponible sur l'autre experience

et telle que r'(0) < r(0) + A. Pour definir cet ecart, le travail [11]

utilise une definition generalisee de ce que l'on doit entendre par regle

de decision mais la difference entre cette definition generalisee et la

definition habituelle est sans grande importance pour la suite. Cela

etant entendu, on peut donner pour la pseudo distance A plusieur formules

differentes. La formule utilisee ici est la suivante. Pour une mesure

de probabilite 7r a support fini sur 0 et pour une famille C = {c(J,0);

J E J, 0 E ®} de nombres c(j,O) e [0,1] soit v(r,C,E) la norme L

(= variation totale) de la mesure sup I c(j,0)' P. On a alors

A(E,F) = sup Iv(7T,C,E) -v(T,C,F) ,
1T,C

le supremum etant pris sur toutes les probabilites i et tous les

systemes C. La quantite 1 -v(Tr,C,E) est le risque de Bayes pour la

loi a priori it et la fonction de perte 1 -c.

Nous utiliserons aussi une pseudo-distance Am obtenue exactement

de la meme fagon mais en prenant seulement des systemes C oiu la cardi-

nalite de l'ensemble J ne depasse pas l'entier m.
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L'interet de cette distance a ete discute par Torgersen [20].

On dit que E et F sont equivalentes ou qu'elles ont le me^e type

si A(E,F) = 0. Sur l'ensemble des types d'experiences indexees par 0

la fonction A devient une distance.

Pour un G fixe on peut aussi utiliser A pour definir une topologie

faible: des F convergent faiblement vers un E si pour toute partie

finie F C 0 les experiences FF restreintes a F sont telles que

A(FF,EF) 0.

Une experience G = {G; 0 E G} est dite Gaussienne si elle satisfait

aux deux conditions suivantes:

1) Pour toute paire (s,t) d'e&lements de 0 les mesures Gs et

Gt sont mutuellement absolument continues.

2) I1 existe un s E 0 tel que, si A(t,s) = log(dGt/dGs) et si

les distributions sont induites par la mesure G , alors le processus

t -> A(t,s) est un processus stochastique Gaussien.

Les proprietes suivantes des experiences Gaussiennes sont bien connues

et faciles a etablir. Designons par E l'esperance mathematique associee

a la mesure G
s

a) Si le processus t -> A(t,s) est Gaussien pour GC, il est
5

aussi Gaussien pour tout G. Sa covariance est independante de la mesure

G. utilisee pour induire les distributions.

b) E A(t,s) = -2 variance de A(t,s)

c) E0A(t,s) -EsA(t,s) est egal a la covariance de A(t,s) et

A(6,s)

d) Toute experience Gaussienne est equivalente a une experience

obtenue de la fagon suivante:
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Soit H un espace de Hilbert et soit X un processus Gaussien

lineaire canonique de H. Cela veut dire que pour tout y E H on a
2 2

E(y,X) = 0 et EI(y,X)l = I.y Ce processus definit sur H une

mesure cylindrique G'. Soit G' le mesure cylindrique distribution du0 z

processus y -^> (y,z) +(y,X). La famille {G'; z E HI est une experience
z

Gaussienne. Pour toute experience Gaussienne G = {G0; 0 E 0) il existe

un espace de Hilbert H et une application ¢ de 0 dans H telle que

G soit equivalente a G' = {G 06 E 0).

La construction d'une representation de cette nature fait intervenir

des espaces dont nous aurons a nous servir a plusieurs reprises.

Soit M(G) 1'espace des mesures reelles a support fini sur 0 et

soit M = M0(O) le sous espace lineaire des p E M(0) telles que

p(0) - 0. Puisque les mesures {G: e OI sont mutuellement absolument

continues, pour toute paire (sl,s2) d'elements de 0 et pour tout

p E M0 les variables aleatoires (A(t,si)p(dt), i =1,2 sont presque

surement egales. Pour une experience Gaussienne la variance V(P) de

[A(t,s)p(dt) ne depend pas de la loi GC utilisee pour induire les

distributions. C'est le carre, V(p) = IIpII2 d'une certaine seminorme

de type Hilbertien sur Mo On peut identifier a zero les p tels que

lipilG= 0 puis completer l'espace pour obtenir un espace de Hilbert H.

La representation de 0 dans H se fait en prenant un point arbitraire

s comme origine et en envoyant 0 dans M par l'application0
0 s 6 -6s ouo 6 est la mesure de Dirac a 0.

Nous aurons besoin des faits suivants, pour des elements X et i

de M o

e) La covariance de [A(t,s)p(dt) et fA(t,s)X(dt) est egale a

!Fr16 -6 II2X(du)li(dt)2jj t u G
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f) U6st-6u = -8 log J/dGudGt
I1 resulte de ces egalites que la structure de l'experience Gaussienne

G est entierement determinee par les affinites ['dG dGt.

L'objet principal du present travail est d'etudier l'approximation

de certaines experiences E = {P; 0 E e} par des experiences Gaussiennes.

La question se pose donc de savoir quelles experiences Gaussiennes peuvent

etre considerees comme approximations possibles. Les resultats disponibles

dans cette direction sont tres maigres. L'un d'entre eux peut s'exprimer

comme suit:

LEMME 2.1. Posons q2(s,t) = -8 log fv'dPdPF et supposons qu'il existe

un nombre b E ]l,ao[ tel gue q (s,t) < b pour toute paire d'elements

de 0. Alors pour tout e > 0 il existe un nombre 6 dependant seulement

de b et £ tel ue, silexperience Gaussienne G = {G0; e 0G} satisfait

a A(E,G) < 6, on a

q (s,t) + 8 log |`dGSdG < E

pour toute paire (s,t) d'elements de 0.

Demonstration. Pour des experiences binaires {P ,P }, l'affinit'e fvdPdP
s t J s t

est une fonction continue pour la distance A. Voir, par exemple [20]. Le resultat

est une consequence immediate de cette continuite et de la continuite

uniforme des logarithmes en dehors d'un voisinage de zero.

Le resultat du Lemme 2.1 peut se mettre sous une forme plus

suggestive. Prenons pour cela l'ensemble B des p E M dont la

variation totale ne depasse pas l'unite. On peut definir sur MO une

forme quadratique K par la formule K(P) = fq2 (s,t)U(ds)u(dt). Pour

toute paire (X,A) d'elements de B1 on doit avoir |K(X-U)-IX-VIU 2 < s.
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Il est donc tentant d'utiliser la forme K pour definir une approxi-

mation Gaussienne. Toutefois ceci n'est generalement pas possible. En

effet la forme K n'a aucune raison d'etre positive. Le plus souvent

la fonction q ne satisfait meme pas aux inegalites triangulaires. On

sera donc force d'utiliser d'autres formes.

I1 y a d'autres problemes dont la solution nous echappe encore.

1 2Supposons par exemple que G et G soient deux experiences Gaussiennes

toutes les deux tres proches de l'experience E. Alors A(G1,G2) doit

etre petit. Chacun des G definit sur M une seminorme Hilbertienne

11NGi. Le raisonnement precedent montre que, au moins sur B1, les deux
G

normes hApli doivent differer peu. On pourait dire que la correspondanceGi
canonique entre B muni de N1l et B muni de 11211 est "presque

1 1~~~
isometrique," mais ce terme peut-etre entendu en des sens tres differents.

En voici deux:

Une correspondance r est isometrique a E pres si pour toutes paires

(xi,yi) E r on a xlix2xl -l lY2-yG2<l
Une correspondance r est a distance £ d'une isometrie s'il existe

une isometrie J telle que la distance de Hausdorff entre les graphes

r et J est inferieure a £.

Pour cette deuxieme definition il est plus naturel de se placer dans

le produit des espaces de Hilbert H. completions de MO pour les

seminormes attachees aux Gi. Soit donc ®i l'image de S dans Hi

par l'application 0 - 66-6s
Sous la condition q2 < b du Lemme 2.1 avec A(G ,E) < 6/2 la

correspondance canonique r entre 01 et 02 est bien isometrique a

£-pres mais nous ne savons pas si elle est a petite distance d'une

isometrie.
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Dans l'ordre inverse il est facile de demontrer que si r est a

petite distance d'une isometrie alors A(G ,G ) doit etre petite. En

effet soient x et y deux elements de Mo ou des espaces Hi les

mesures G et Gy correspondantes sont telles que

21IIG -Gy I < 2{1 - exp {- 8 1x_YU111i}x y2x 8 G

< 1 lix-yl
2G G

On peut donc remplacer 02 par un ensemble isometrique 'a 0 sans

2changer beaucoup 1'experience G . Une telle modification ne semble par

possible sous la condition faible d'etre isometrique a £ pres.

I1 existe bien entendu des cas oiu les deux definitions sont

essentiellement equivalentes (cas precompacts par exemple) mais cela ne

va pas tres loin.

Le problemes est d'un certain interet pour nos questions d'approximations

Gaussiennes. En effet, supposons qu'il existe des experiences Gaussiennes

G telles que,suivant un filtre,les distances A(E,Gi) tendent vers zero.

Nous savons que les normes correspondantes 11-11i doivent avoir une
Gi

difference tendant vers zero sur les boules du type B1 mais nous ne

savons pas plus.

En particulier, il est concevable, quoique peu probable, que les

familles satisfaisant a une condition de Lindeberg de la Section 4 admettent

des approximations Gaussiennes mais que ce ne soient pas celles qui sont

decrites dans la Section 4.
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3. L' utilisation d' approximations Gaussiennes

La raison meme de l' introduction de la distance A est celle qui

a deja ete donnee en Section 2: Si deux experiences Ei sont telles que

A(E1,E2) < E, alors, pour toute fonction de perte W telle que 0 <.W < 1,

pour toute fonction de risque r disponible sur l'un des Ei, il

existe une fonction de risque r' disponible sur l'autre experience

telle que Ir-r'j < E. On peut donc transferer des connaissances valables

pour un Ei en connaissances approximatives pour l'autre.

I1 se trouve que les experiences Gaussiennes sont peut-etre celles

qui ont ete le plus etudiees en statistique. On connait donc les

proprietes de leurs fonctions de risque dans beaucoup de cas particuliers.

Si done on sait que A(E,G) est petite, et si l'on connait pour G, par

exemple, une borne superieure ou une borne inferieure des risques minimax,

cela donne une connaissance analogue, approchee, pour E.

On doit noter toutefois que notre connaissance des proprietes des

experiences Gaussiennes, n'est pas tellement bonne et que cette methode

n'est pas toujours facilement utilisable.

Les cas les mieux connus sont ceux oZu la representation canonique

de S dans 1'espace de Hilbert associe a G = {G; 0 E ®} est un sous

espace lineaire. Dans des cas plus generaux on peut tout de meme obtenir

certains resultats. Par exemple, sous des conditions sur la dimension

metrique, on peut utiliser les bornes superieures de Le Cam [13] ou de

Birge [3]. Ces bornes sont bien applicables ici puisque G est infiniment

divisible.

On peut aussi obtenir des bornes inferieures en utilisant le lemme

de Fano (voir Ibragimov-Has'minskii [7], page 323) ou les resultats

d'Assouad [1]. Le lemme de Fano est particulierement aise a appliquer ici
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puisque (avec les notations de la Section 2) le nombre de Kullback-Leibler

~~2
pour une paire (Gs,Gt) est egal a 211s-t6 N1G alors qu'il pourrait

fort bien ^etre infini pour la paire (P ,Pt).
I1 y a grand nombre de cas o'u la resolution du probleme statistique

devient aisee, ou meme quelquefois triviale, si l'on utilise les

approximations Gaussiennes de cette maniere. Ceci s'applique, par exemple,

a letude des estimateurs BAN et des tests C(a) de Neyman, aux resultats

de Chernoff de 1954 [4] ou aux resultats de Begun, Hall, Huang et

Wellner [2].

La methode meme remonte au travail fondamental de Wald [21] paru en

1943. Il est vrai que Wald utilise des familles heteroscedastiques qui

ne sont donc pas Gaussiennes en notre sens, mais nous verrons (Section 4,

Theoreme 4.3) que dans son cas on peut aussi utiliser des familles

Gaussiennes en notre sense, donc homoscedastiques.

Une grande partie de la litterature statistique utilise des moyens

beaucoup plus faibles. On se contente de regarder des suites {E },

n =1,2,... d'experiences E = {P ; e E 0} indexees par un ensemble

0 independant de n dans des cas oiu les E convergent au sens faible
n

vers une experience Gaussienne. L'ensemble 0 fixe peut-etre different

de l'ensemble utilise pour la parametrisation originale. Souvent c'est

un espace Euclidien rattache a 1'espace original par des transformations

lineaires (par exemple la transformation e = t/n).

La convergence faible permet deja d'obtenir certains resultats.

Elle suffit a etablir le theoreme du minimax asymptotique de Hajek et

Le Cam (voir [14] pour la forme generale et quelques references). Elle

suffit aussi a etablir le theoreme de convolution de Hajek [6]. Notons

toutefois que cette technique a des points faibles.
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D'une part elle ne peut servir a obtenir des bornes superieures pour

les fonctions de risque. D'autre part elle est intimement liee au fait

que 0 doit rester fixe et que l'on doit entierement passer a la limite.

Il n'est pas toujours possible ou desirable de fixer 0. Par exemple on

peut vouloir accroitre le nombre des parametres quand le nombre d'observa-

tions crott. Il est certainement tres souvent indesirable de faire

simplement "tendre n vers l'infini".

Il est bien vrai qu'un resultat du type A(E,G) < s pour un

experience Gaussienne G nous dit que les fonctions de risque de E

sont proches de celles de G mais ne nous dit rien sur la maniere d'obtenir

ces fonctions. Toutefois il existe une theorie fort etendue de la

construction d'estimateurs, tests, ou intervalles de confiance dans de

tels cas. Cette theorie a surtout ete exposee dans le cadre des conditions

dites LAN dont il nous faut dire quelques mots.

La partie essentielle des conditions LAN de Le Cam (1960) pourrait

etre resumee comme suit: Prenons une suite d'experiences E = {P ;

6 E E I otu tout depend de n. Puisque tout va dependre de n, il est

plus simple de l'omettre pour simplifier les notations.

Nous parlerons donc d'une suite d'experiences E = {P ; 6 E o0. I1

y aura bien quelques termes qui ne dependent pas de n, auquel cas ce

sera dit explicitement ou indique en disant qu'ils sont fixes.

Soit q > 0 la fonction definie par q (s,t) = -8 log j/dPsdPte

Considerons les conditions suivantes:

(AO) On dispose d'estimateurs auxiliaires 0 et on ne considere que

les 0 E 0 tels que q(a,0) reste borne en probabilite pour P0.
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(Al) Des points 0 satisfont a la condition d'approximation Gaussienne

-locale (Al) si pour tout reel fixe b il existe des experiences

Gaussiennes G = {Gt; t E 0, q(t,e) < b} dont la distance a0,b t

{P ; t E 0, q(t,0) < b} tend vers zero.
t

(A2) Des 0 satisfont a (A2) s'ils satisfont a (Al) pour des experiences

Gaussiennes dont les espaces de Hilbert associes ont une dimension

lineaire bornee independamment de n.

Les conditions LAN de [10] ne sont pas enoncees sous cette forme pour

une raison tres simple: Elles ont ete ecrites en Decembre 1957 alors que

la distance A n'a ete introduite qu'en Decembre 1958. Toutefois on

peut s'assurer sans grande difficulte que la construction d'estimateurs

asymptotiquement exhaustifs de [10] depend essentiellement seulement des

conditions (AO), (Al) et (A2). Elle depend naturellement beaucoup de (AO).

Cette condition a disparu dans ce qu'il est maintenant convenu d'appeler

les conditions LAN (voir par exemple Ibragimov-Has'minskii). Sans une

condition telle que (AO) on ne peut esperer obtenir que des resultats tout

a fait locaux.

Les conditions LAN de [10] ou [7] font aussi intervenir d'autres

espaces. En effet on suppose que la parametrisation originale des

experiences est une parametrisation Euclidienne fixe et apres avoir change

les espaces par des transformations lineaires, on supppose que ces espaces

Euclidiens s'appliquent lineairement sur les espaces de Hilbert de la

condition (Al). C'est la une restriction accidentelle due a des raisons

purement historiques. Toutefois elle elimine certains cas interessants.

Nous en verrons un ci-dessous, mais il y en a de plus interessants oiu la

parametrisation initiale est sur un espace fonctionnel de dimension infinie

quoique (A2) soit bien satisfaite.



14

Pour la condition (AO) voir les remarques a la fin de la Section 4.

D'autres conditions souvent utilisees font intervenir des "espaces

tangents". Les exemples principaux de telles conditions sont ceux de

Koshevnik et Levit [9] et Pfanzagl et Wefelmeyer [18]. On considere une

tribu A et une famille P de mesures de probabilite sur A. Soit p0
un element de P. Les auteurs cites considerent des applications continues

t -+ Pt de [0,1] dans P. Koshevnik et Levit plongent P dans un

espace de Hilbert H en utilisant une distance h definie par

2 4f/i)2
h (p,q) = 4 - r ) . On prend p0 comme origine de H. L'application

t -+ Pt donne alors une application t -> /p -/dp dans H et l'on

prend, si elle existe, la demi-droite tangente a cette courbe a l'origine

de H. L'ensemble de ces demi-droites est un co^ne S appele espace

tangent de P a p0.

La definition de Pfanzagl et Wefelmeyer est d'un aspect assez

different mais elle revient au meme. (Dans [19], Pfanzagl et Wefelmeyer

font observer, avec quelque justice, que leur definition est plus facilement

adaptable aux problemes ou on s'interesse a des vitesses de convergence.)

Prenons alors n observations independantes equidistribuees dont

les distributions individuelles sont donnees par des mesures P/n'
0 ER oiu t '+ Pt est un des arcs differentiables en zero decrits

ci-dessus. Soit Pn la mesure produit correspondante. On verifie aisement

que les experiences {Pe n; ° < e < b} pour b fixe tendent vers une

experience Gaussienne. Ceci donne, enfin de compte,une experience

Gaussienne G = {Gs; s E S} indexee par le cone tangent S.

La technique des espaces tangents a semble-t-il deux buts. L'un est

de remplacer un ensemble complique par un espace tangent plus simple.
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L'autre est de-fournir des approximations Gaussiennes. Cette technique

souleve pourtant beaucoup de problemes.

Soit en effet b un nombre fixe. Soit Pn la partie de P formee

des p tels que

H2(p,p) = 4n r(p - v H 2< b2
.n 0J

La norme H ainsi definie envoie Pn sur une certaine partie, soit S ,

d'un espace de Hilbert H . On peut aussi considerer que le cone tangent

S est une partie de H et prendre la partie S(b) de S situee dans

la boule B(b) - {x; x E H , lixi < b}. A l'espace H correspond de

fa9on canonique une experience Gaussienne G . Cela donne plusieurs

experiences.

L'une d'entre elles, soit E est l'experience produit pour n
n

observations de lois individuelles contenues dans P . De plus, soit

G' et G" les restrictions respectives de G a S et S(b). Pour
n n n n

En nous considererons que l'experience est indexee par l'image Sn de

P dans H . On peut alors se demander si A(G',E ) -O et si G' et
n n n n n

Gn sont des reparametrisations d'experiences Gaussiennes proches l'unen

de l'autre.

Pour la deuxieme question l'approximation de S(b) par des arcs

differentiables semble donner une reponse affirmative, mais ce n'est qu'une

illusion. En effet G' et G" peuvent etre tres loin d'etre presquen n

isometriques, meme au sens le plus faible decrit en Section 2. La

condition voulue pour cela est la condition utilisee par Chernoff en 1954

[4], a savoir que la distance de Hausdorff entre S et S(b) dans H
n n

tende vers zero. Sous cette condition S et S(b) peuvent ^etre mis

en correspondance par un graphe qui est proche du graphe d'une isometrie.
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Cela donne une reparametrisation pour laquelle G' et G" deviennent
n n

bien proches l'une de l'autre. C'est un cas tres special. En effet il

est parfaitement possible que S soit l'espace de Hilbert H out entier.

Alors S(b) est la boule de rayon b de H . Toutefois pour b > 1

et pour une mesure p0 diffuse, une telle boule contient toujours des

elements z tels que la boule de rayon 1/4 centree a z est disjointe

de l'image de P.

Prenons par exemple 1'espace L2 0(p) de la Section 4 avec p egale

a la mesure de Lebesgue sur [0,1]. Toute fonction bornee inferieurement

de L2 (P) est "eligible" pour n assez grand au sens defini dans cette

in 1 nSection 4. Soit g la fonction egale a - 2 sur [O,-2]' a -- 2

sur 2n' 2n] et a zero autrement. C'est un element de L20 (p) de
2 2

norme unite, mais il n'ya pas d'element eligible dans la boule de centre

g et de rayon -[1 - - quoique 1'espace tangent soit 1'espace

L20 (p) tout entier.

En ce qui concerne la convergence de A(E ,G') vers zero, nous
n n

n'avons pas a l'heure actuelle de reponse complete. Ce sera l'objet de

la Section 4 qui suit. On ne peut avoir une telle convergence que si les

S satisfont a une condition de Lindeberg uniforme, ce qui n'est pas le
n

cas en general.

Le probleme principal associe a l'usage des c8nes tangents est qu'il

fait intervenir un espace qui n'a pas d'analogue si les observations sont

independantes mais non equidistribuees, et encore moins si elles ne sont

pas independantes. Meme dans le cas d'observations independantes

equidistribuees ni les conditions LAN, ni les cones tangents ne peuvent

couvrir tous les cas interessants.



17

Prenons par exemple la famille de translation {p ; s EJR} dont les
S

densites par rapport a la mesure de Lebesgue sur la droite sont donnees

par [1 -lIx-s]. Soit P n la mesure produit pour n observations

0 +
tirees de [1-x - j| . Les conditions LAN sont satisfaites.

/n logn
I1 y a bien une experience Gaussienne G telle que {P0 ; 0 E]R}

converge vers G. Par contre les arcs s -! p n'ont pas de derivee a

zero et les images Vn()dp,7 1 -/dpo) ne convergent pas dans l'espace

de Hilbert.

Un autre exemple est fourni pas les densites c exp{-Ix-sIa} avec a

fixe, a E (0,-). Ici les espaces tangents sont reduits a l'origine de
2

1'espace de Hilbert et les conditions LAN ne sont pas satisfaites. Meme

la condition (A2) de la presente section n'est pas satisfaite. Pourtant

si l'on prend les experiences produits {P n; s E]R} = En (avec s dans

JR tout entier), il y a bien des experiences Gaussiennes G telles que

A(En,Gn) 0.

Cela resulte par exemple d'une petite modification du Theoreme 4.3.

Pour toutes ces raisons, il semble bien necessaire de reconsiderer

de plus pres le probleme d'approximation, ce que nous allons faire

maintenant.
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4. Observations independantes equidistribuees

Nous nous occuperons ici surtout de suites d'observations indepen-

dantes equidistribuees mais donnerons aussi quelques indications sur le

cas de variables independantes non equidistribuees. Tout cela sera fait

dans un cadre purement local, mis a part le Theoreme 4.3.

Pour chaque entier n, soit AJ ; j E In une famille de tribus

sur des ensembles X . Soit G un ensemble et, pour chaque pairej,n n

(j,n), soit pe j ; 0 E (3 une famille de probabilites sur A n' On

considere l'experience produit En = {P n; enEOn avec P n egal 'a

la mesure produit pj ,j,n
Pour le cas equidistribue, on suppose que tous les systemes

{Xjn,Aj,POJn} sont des copies d'un meme {XO ,nAO,n'peOn} et que

l'ensemble d'indices I est l'ensemble des entiers I = {l,2,...,n}.
n n

Meme dans ce cas nous supposerons touj ours que toutes les pieces des systemes

en question dependent de l'entier n.

Puisque n se trouve partout, il n'est pas necessaire de le mettre.

I1 sera donc supprime toutes les fois que cela sera possible pour all'eger

les notations.

Si quelque terme est independant de n, cela sera indique en disant

qu'il est fixe ou en employant des qualificatifs analogues.

Soit donc E = {P03;eE 0) un produit de n copies d'une meme

experience E = {p0; 0eE}. La question se pose de savoir s'il existe

des experiences Gaussiennes Gn telles que A(En,G ) tende vers zero

quand n Nous considererons ici le cas local soumis a la restriction

suivante:
2 h l( _/dpt)2

Soit h la distance de Hellinger d'efinie par h (s,t) = -_ -_dpt
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(B) Il existe un nombre b E (O,*) fixe tel que sup{nh (s,t);
0 n

(s,,t) EGnxGn, n=l2. < bO'

11 revient au me^me de dire que, pour des suites arbitraires {(s,t)},

(s,t) E 0nxOn, les mesures Ps et Pt ne se separent pas entierement. Alors, si

A(E ,G ) -*0, il en est de meme pour les paires {G ,Gt} de

G 0{G; e E G}. Ces paires sont donc contigiues et il en est de m^eme

des paires {Ps}, {Pt}.
On ne perd donc pas vraiment en generalite si l'on impose la condition

suivante.

(C) Les paires {P }, {P }, (s,t) E Ox 0 sont contigues. Il y a un
S t _

p E {pe; 0e G} tel que tous les p0 soient absolument continues

par rapport a p.

Sous ces conditions il est commode d'introduire un espace de Hilbert

.0 2
L20 (p) qui n'est pas exactement l'espace associe au carre 4nh issu

de la distance de Hellinger mais qui en differe tres peu. L'espace

L20 (p) est l'espace des classes d'equivalence de l'espace L20 (p) de

fonctions g telles que

(1)

et (2)

Ig dp - 0

g1 -J g dp < co

Toute mesure de probabilite q dominee par p admet une representation

sous la forme

dq = [1 -c( ) +
2
dp

2Ar 2/

ou g E L29 (p) est tel que
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(3) 1 - CL I] +- > 0 et llgll 2 < 4nII/N2i

et oiu c est l'application de [0,1] dans [0,1] definie par

l-c(x) = Vrl-XT.

A noter que si la paire p, q etait fixe lel'ement g E L20 (p)

dependrait encore de n. Tout element g E L20 (p) qui satisfait a la

condition de positivite (3) sera dit eligible (ou eligible a l'etape n,

si besoin est).

Au lieu de prendre un ensemble 0 quelconque, on peut supposer que

0 est une partie de L20 (p) ou, si l'on veut, de L20 (p). La

distinction entre fonctions et leurs classes d'equivalence etant penible

pour les notations, nous ne la ferons pas. Elle interviendrait pourtant

de faqon assez serieuse pour la definition des processus empiriques et

du bruit blanc Gaussien utilises ci dessous, mais il est facile de se

convaincre que, meme la, cela n'a pas d'importance vraie. En effet la

formule donnee en Section 2 pour la distance A ne fait intervenir que

des termes du type |sup I C(j,g)Tr P | olu est a support fini. Si
jeCJ gggi

donc A(E ,G ) > e il y a une partie denombrable de 0 telle que

A(E',G') > e pour les experiences E' et G' obtenues en rempla9ant
n n n n

E par cette partie denombrable. Il est alors visible que le choix d'un

element g E L20 (p) dans sa classe d'equivalence est sans importance.

Si A(E ,G ) -*'Q et si (B) est satisfaite, pour toutes pairesnn ~~~~dP
(s,t) de 0 les logarithmes log pt doivent avoir des lois qui, quand

n devient grand, sont approximativement Gaussiennes. Par contiguite ces

1 2 2
lois normales doivent aussi etre du type N(-_-j ,a Il en resulte

(voir [12] par exemple) que les g E 0 doivent satisfaire a une condition

du type de Lindeberg qui peut s'exprimer comme suit:
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(L) Pour tout £ > 0 fixe

sup Jg2I[|g > £V&]dp

tends vers zero quand n - .

(La condition doit bien etre uniforme puisqu'elle doit etre satisfaite

pour toute suite {g}n g E e )

Au moment de la presente redaction nous ne savons pas si les conditions

(B), (C) et (L) sont suffisantes pour entrainer 1'existence d'experiences

Gaussiennes G telles que A(E ,G) tende vers zero. C'est toutefois

une conjecture qui est supportee par les resultats qui suivent.

Nous supposerons desormais que (B), (C) et (L) sont satisfaites.

La condition (B) peut alors ^etre mise sous la forme

(B') I1 existe un b fixe tel que Ig2 < b pour tout n et tout

g E En.
n

Une autre condition necessaire pour l'existence d'experiences

Gaussiennes G telles que A(E ,G ) -*0 est 1'existence d'experiences

infiniment divisibles F telles que A(En,Fn) -*O. Ici il n'y a aucun

probleme. En effet soit F l'experience Poissonisee associee a En
Elle est obtenue en tirant d'abord un entier N d'une loi de Poisson

telle que E N = n et en faisant N observations au lieu de n.

PROPOSITION 4.1 Si les conditions (B) et (C) sont satisfaites alors la

distance A(E ,F ) entre E et sa Poissonisee F tend vers zero guand
n n nL n

n -C.

Demonstration. Les experiences F et En sont encadrees par les

experiences F et F ou l'on prend respectivement m = min(n,N) etn n

M = max(n,N) observations. Ces deux experiences peuvent e'tre representees
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sur le meme espace mesurable, produit infini de copies de (X ,An). Pour~~~~~~~~~~+ M dPe
F on prend pour densites les produits f+ = f d Pour F on prend
n dPe e j=1 d n

les mimes produits mais on remplace dp par 1 entre m et M.

L'affinite entre les mesures correspondantes P et P est donc
n n

rM dpe 1/2 +
P = |( 11 dp---) dP+. Si p est l'affinite entre p et p0 pour une

J j=m+l (-M
observation ceci n'est autre que Ep(Mm) mais M-m est de l'ordre de

grandeur de A;. Puisque p > 1 -e ne tend pas vers zero Ep(NM)
tends vers un. D'oiu le resultat.

Au prix de quelques complications de notation pour la demonstration

on pourrait tout aussi bien se passer de la condition (C).

Remarquons toutefois que le resultat n'est pas correct sans la

restriction (B). En effet, soit {k ; k =1,2,...} la suite des fonctions

de Rademacher sur [0,1] et soient (l+1k) des densites par rapport a

la mesure de Lebesgue. On peut montrer que la distance entre le produit

E correspondant et sa Poissonisation reste bornee inferieurement par au

moins 4- Une proposition analogue a la Proposition 4.1 serait tres utile

pour le cas de variables independantes nonequidistribuees, mais un tel

resultat n'a ete demontre que sous des conditions tres speciales.

Montrons d'abord qui'il est possible de tronquer les g E 0 et de

se ramener au cas o'u ils sont bornes uniformement sur 0 (mais peut-etre

pas independamment de n).

Soit un g eligible de L2 0(p). Posons g' = gI[|gj < EyW] et

g= g' -g'dp. Soit pg la mesure definie par

dp = [l-c( dp)+ &-]2
g 2/n 2 dp

et soit Pg la mesure produit de n copies de p9 On definit P *

de la meme maniere.
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2 r_ r2 ri>
LEMME 4.1. On suppose gue lig < b, gue JBI[|g > e ]dp < e 2

et ue b < 3n.

Alors g* est eligible,

2 1 2 < e
nh (g,g*) < I-19 I 2

et NP -PgR < 2/E.g g*

Demonstration. Par construction jg*j < 2evW. Donc g* sera eligible

Si 1 -C(C 2) > c. Mais Ig*2 < Ig'12 < Igo2 < b. I1 en resulte que

g* est certainement eligible si 1 -c(2 Vb/n) > E, ce qui donne le

resultat voulu puisque 1 2/n]} = 1 - b
2 ~~4 n -4'

Puisque g* est eligible, la distance de Hellinger h(g,g*) est

donnee par

2h2(g g*) = {c[ g ]-( _)}2 + 8Ig-g*1
2 2 2~~~2vn

Le terme Ig-g*12 est la variance de g-g'. Donc log-g*2 < Ng-g'2 < s

par hypothese. Pour le terme qui fait intervenir la fonction c notons

que

c[ g ] - c[hl] = L[oggg2 _ IIg*A2]A
2/K 2vn 4n

avec A={i' 4n +\7 4n<} 2 < 1. On a donc

14n

c( I c() < 4g-g*l[IgIg*II

- 2n" gg | _2n
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Ceci donne

_c_(_g* IgIc( I £b <
3

2rn 2rn 4n2 4n
~

On a donc bien

nh2(g,g*) < 11

I1 en resulte que

2 1

et UP -P *11 < 2/E d'apres les inegalites entre distance de Hellinger

et distances L

On pourrait, bien sfur, se passer du Lenme 4.1 pour 'tablir certains

des resultats qui suivent. Toutefois notre but est de remplacer les Pg

par d'autres mesures Qg dont les densites mutuelles ont exactement la

meme forme que des cbnsites de mesures Gaussiennes. Pour cela il nous

faudra utiliser des resultats d'integrabilite uniforme tels que ceux donnes

par le lemme suivant.

LEMME 4.2. Soient X;, j =1,2,... des variables independantes telles

2 2gue EX = 0 et X < a et gue JE(X.) = a . Alors, pour tout t > 0

on a 22

E e i < exp{ e }2U t

et

E exp{X -2} < a2 F- aEep{x -I <exp{y(e -1) + (e _1) E'}

avec = I E

i
X2I[X. > ].

1 21
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tx.
Demonstration. Posons ¢ (t) = Ee On a

XtX
E e it = TJ(t) < exp{j[P(t)-l]}.

Si M designe la mesure definie par M(A) = jPr[Xj E Al ceci donne

log E e <- JxM(dx) + Jrt(x)M(dx)
2
.0 j2

oZu r(x) est le reste r(x) = e -1 -x -x = xj(1-)(e-l)dE. Ce

reste a le meme signe que x. On a donc bien

r ~~t 2 ta
Jr(tx)M(dx) < - Cy (e -1)

et

r(x)M(dx) < 1 a2(e-1) + (ea_l)fx2I[x >c]M(dx)

ce qui donne les resultats enonces.

En particulier, si IX. I < s et E X = 0 on aura

E exp{jXj _12} < exp{ 2 (eel)}

On peut noter que la meme borne s'applique a des sommes _ iX
j i= J

oiu les Xi sont des copies independantes de la variable X et oiu les

V sont des variables de Poisson, independantes entre elles et independantes

des Xj i' telles que E vj = 1. En effet la premiere ligne de la

demonstration revient a remplacer IX. par la somme Poissonisee.
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Considerons maintenant des mesures Qg definies comme suit. Soient

w ;j =l,...,n les variables independantes sous observation. Soit S

le processus empirique defini par

S (A) (I ( )-p(A)]nn j

On notera sg,S) l'integrale fg dS. Prenons pour Q la mesure P

produit de n copies de notre mesure de base p. On peut alors definir

une mesure Q par
g

dQ 1 2
= exp{(g,,s) --igdQo n~~~~
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pour tout g E L2 (p). I1 n'est pas dit que ce soit une mesure finie.

PROPOSITION 4.2. Soit g E L (p) eligible et tel gue li <b et23,0- _

lg| <EvW, avec E < log 2, bS < log 2.

Alors UP -Q A < K/RE pour un coefficient K < 5.
gg-

La proposition est presque un cas particulier de la proposition

suivante.

PROPOSITION 4.3. Soit {gk; k =1,2,...} une suite d'elements de L2 (P)

tous eligibles, tels gue llgkI < b et Igk1 < sAv. Supposons de.plus
gue les variables gk(wl) soient mutuellement independantes sous p.

Alors si f = g avec a2< 1 est eligible et si max(E,be) < 1
A k k

on a

lIP -Q A < 2[5bE +b]1
f fn

Demonstration. Les variables 1 g (w ), j =1,2,...,n; k =1,2,... sont

mutuellement independantes et bornees en valeur absolue par C. On peut

donc leur appliquer le Lemme 4.2. Avec Qf= exp{(f,S )-12fl

' n) = a (w) ceci donne
n kgkj

IQf 11 < exp{(e -l)# a2Eg2(j

exp{1(e-l)lfll2} < exp{f(e -l)b} < 1 +2sb,2 2_
puisque, pour 0 < x < 1, on a e < 1 +2x.

Calculons maintenant l'affinite entre Pf et Qf. C'est un produit

I..de n terms tous egaux a

A (n) = +-]exp{-If -4nfl pA(n)= e{ 2vnf 2/12}B 4 }

-exp{-TNfIl2}B(n)
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ou

Bf(n 1 2 ofl)2
B(n) = [1-c(~-"I][1+8nOfI 1I +

2A_ 8n

+ f[1 c
2v7n

+ rf dp
16n/

f f
+ - r( dp
2in 2An

avec r(x) = eX -1 -x -2 comme dans le Lemme 4.2.

sont independantes et centrees

f dp = E(I kgk)
19 ~k

Puisque les gk

kak k

I f dp < be/n

Pour le premier terme, on peut ecrire

1 - c(x) - 1 -

2
> 1 x

x2 x4 1

T 4T (1 +/1--x2)2
4-

x42

2 2 2
Donc [1 -c(x)](1 +-2) > 1 - (-2)

2 2

4 6
-x _x6 Ce

2 4 C

> 1 - 3 Nfl4
6264n

ci donne

11 6

28 n

Le terme [1 -c( -fe
j r ,7

f f
+-]r(--- -)dp peut etre minore de la maniere

7-r ri Zv'n zvln 7-Vn
suivante. Remarquons d'abord que xr(x) > 0. Donc le terme

2J
est positif. I1 suffim donc de borner inferieurement r( f )dp.

on a

f
r()

2 rn
= exp k akgk}

Tenant compte du fait que E gk = 0

prisent sous p, on obtient

2pou a kgk 8nce hkk

pour lea espe'rances math'ematiques

donc

f
r(.-) dp

2/
Mais
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= I{I +.l-- fgkl2 + Er I

k n2Ain
21 2

a'kgk a'k gk1 -a"k
De plus Er( 2~) > 8n -1). Les

donc superieurs a l'unite et on a

E r(-)f >
2/r k

termes du produit sont

2 N 2 aE
akn ( -k4

8n (e -1)

3f 12
>- 8n E: -

Mettant les termes ensemble, il vient

1 f12
B(n) > 1 + 4

I fl _ 3bE
> 1

4n 16n

bS Elfl2
16n 8n

36 2
2 8

n 2

en utilisant l'inegalite b < 4n pour le dernier terme.

Finalement en utilisant l'inegalite e (l+x) > 1 - x2 pour x > 0,

on obtient

A(n) > 1 -
3bE 36b2
16n 28n2

ii f 114
16n2

3be 9 2
1 16n 26b

64n

Il en resulte que l'affinite r/dPfdQf P est superieure a

3be 13b2
16 64n

L'inegalite de la proposition resulte alors de l'inegalite generale

-IP-QI < {A-(P+Q)l2 _p2}1/2
2 2T

E r(-)
2Yn

- 1 - 1 Of 112

64n
1- 6
28n
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et du fait que OQII < 1 +2b& comme nous l'avons vu plus haut.

En effet on aura

1 ]3...I 3 13b2
2I jf+Qf - '16 64n

Ceci donne

2LPff+QfI -PI

UP +Q II +p

et le resultat voulu apres un peu de

La Proposition 4.2 s'obtient de

remplace des termes tels que 2jfII
n

d'ailleurs un r'esultat analogue pour

19 13b2
< 16 r+ 64n

< 2[l +be] < 4

calcul.

la meme fagon excepte que l'on
1 2 2

par -ego e . Nous demontrerons
n

un cas plus gen-eral en Section 5.

Disons qu'une partie eligible T de L2 (p) satisfait a L(b,c)

si pour tout g E T on a Ige < b et Jg2I[Igl >EvTldP < e.

Ce que nous venons d'etablir peut etre exprime ainsi: T possede

une partie T' telle que pour tout g E T il y a un g E T' tel que

IP--P I < 2/e. De plus pour tout g E T' on a HQ -Pgl < KAbe.

Considerons maintenant 1'experience Gaussienne G canoniquement

attachee a l'espace L20 (p). On peut la representer par des mesures
dG 1 2

G9telles que dG0 }x{gw)-ig o'i W est un bruit blanc Gaussien
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attache a L29 (p) c'est a dire o'u les (g,W) sont des variables

Gaussiennes telles que E(g,W) = 0 et EI(g,W)12 = HgH2.
dQ 1 2

Les rapports de vraisemblance = exp{(g,S) -Iligfl} ont tres

exactement la meme structure que ceux de l'experience Gaussienne G. On

peut toujours representer les processus lineaires g -> (g,Sn et

g -- (g,W) par des elements aleatoires a valeur dans le dual algebrique

de L20 (p), ou si l'on prefere, dans le dual algebrique de l'espace de

Hilbert L2 (p). Nous n'insisterons pas sur cette question car nous

avons deja note plus haut qu'il suffit de regarder des parties denombrables

D de L20 (p), auquel cas les processus g -> (g,Sn et g -+ (g,W)

ft. ~~~~D
peuvent tous deux etre consideres comme processus a trajectoires dans IR

Le processus g -> (g,S ) y a la une loi Fo (sous p) et le processus

g t> (g,W), la loi Gaussienne G0 de meme covariance.
D

Considerons donc par exemple le cas JR . Puisque les rapports de

vraisemblance sont donnes pour les Q et pour les G par la meme

expression exp{(g,X) --g2 }, X E R on voit que les solutions de Bayes
2

associees a {Q } et {G } ont aussi des expressions identiques en temps
g g

que fonctions definies sur R . Il est vrai que les Q ne sont pas desg
mesures de probabilite mais cela est sans grande importance puisque

NQ -P I est petit,donc aussi IAQ 1l-li et encore IIiIQ 111Q -Pg| <

211Q -P I.

I1 est bien tentant de conclure que les risques de Bayes sont aussi

presque les memes et donc que la distance A entre En et l'experience

Gaussienne associee est petite. Toutefois la situation est plus compliquee:

les mesures Fo et Go sont le plus souvent disjointes, donc le fait que

les solutions de Bayes soient les memes ne nous dit rien puisque l'ensemble
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ou on les regarde pour Fo est disjoint de celui qu'il faut faire intervenir

pour -Go

(Pour voir que F et G sont souvent disjointes prenons le cas

de la suite {gk; k -1,2,...} de la Proposition 4.3 et supposons gkl= 1.

Alors sup <gI,S)I < s/n, mais sup I= c presque surement.)
k ~~~~~~k

La partie n'est pas perdue pour autant. En effet considerons les

expressions Isup I C(j,g)fl Q | qui entrent dans la formule de la Section 2
jJF g g

pour 1 'ecart A. Ici elles prennent la forme

E sup I C(J,g)w exp{(g,X) _-1gi2}
JEJ g g 2

pour une esperance prise pour Q ou pour G suivant le cas. Or les0 ~~~0
fonctions

X -> (x) = sup I C(j,g)7n exp{(g,X) __1gI2
jjg g}

sont des fonctions convexes tres particulieres. I1 n'est donc pas

excluque les differences >(x)F0(dx) - J(x)G%(dx) soient petites. I1

est vrai que pour ces fonctions ¢ les fonctions de variable reelles

044[(1-E)X+-Y] sont integrales de fonctions qui peuvent presenter

des discontinuites. Toutefois il est possible de les rendre infiniment

derivables sans les modifier beaucoup. En effet soit S une partie de

L20 (p) telle que les esperances mathematiques E exp{(g,X) 12

soient proches de l'unite.

Soit Z - g -+ (g,Z) un processus Gaussien lineaire tel que

E<g,Z) - 0 et E|(g,Z)| = a igi et soit F la loi de Z. Soit F

1'experience oiu pour g la distribution de Z a une densite

exp{(g,Z) - 2 Igo2} par rapport a F. Soit En xF 1'experience qui
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consiste a faire En puis F independamment. En mettent E et

E xF sur le m&eme espace on voit que A(En,EnxF) < a sup{Igl: g e e}.nnf
Si donc sup{lgl: g E 0} < b on peut, a une erreur ab1 pres, remplacer

les fonctions X -> 4(X) par les fonctions X iP(X) - E{O(X+Z)|X}.
Ceci donne bien des fonctions indefiniment derivables.

Toutefois nous n'avons pu demontrer que les conditions (B), (C) et

(L) sont suffisantes pour assurer l'existence d'une experience Gaussienne

G telle que A(E ,G ) --O. Pour enoncer quelques resultats positifs,

introduisons les definitions suivantes.

DEFINITION 1. Soit 0n C L2 (p). Pour tout E > 0 soit Nn(E) le

plus petit nombre d'ensembles de diametres < s necessaires pour couvrir

0 . La suite {G } est dite asymptotiquement precompacte si pour tout
n n ttqeetpeoa

£ fixe lim sup N (C) <oo
n

DEFINITION 2. Pour chaque n soit {gk: k =1,2,...} une partie de

L2,0(p) (dependant de n). On suppose que les gk sont mutuellement

independantes sous PO, que 'gk,2 < b pour un b fixe et que les

familles {gk: k =1,2,...} satisfont a la condition de Lindeberg (L).

Soit 0n l'ensemble des f e L2 (p) de la forme f I akgk pour des

12 ~~~~~~kcoefficients tels que ak < b. On dira que 0 est une boule a base

de Lindeberg independante.

THEOREME 4.1. Soit 0 une partie eligible de L (p) satisfaisant

aux conditions (B), (C) et (L). Soit E l'experience produit
n-

correspondante et soit G la restriction a" 0 de l'exrience

Gaussienne canonique de L2 (p). Alors MEn,Gn) --+O dans les cas

suivants:
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1) Les 0 sont asymptotiquement precompacts.
n-

2) Les 0 sont contenus dans des boules a bases de Lindeberg

independantes .

3) Les 0 sont contenus dans boules a base de Lindeberg formees
n

d'elements de L2 (p) deux a deux dsoi

Demonstration. Le cas (1) est bien connu. On demontre d'abord le

resultat en supposant que la cardinalite de 0 reste bornee. On passe
n

au cas general par la technique de Lindae (voir par exemple [15]).

Pour le deuxieme cas procedons de la fagon suivante. Pour la base

gk, soit F la distribution cumulative de (g,Sn) et soit (nk

la distribution Gaussienne de (gF,W1. Soit Xk = F1k k[ gk,W)].

La distribution de Xk est exactement la m^me que celle de (gk'Sn
Puisque les variables sont independantes, alors pour lak < 00 X akXk

k
a la meme distribution que ak(gk,Sn). Soit donc, pour f = E akgk

k
dans boule 0n une mesure Pt qui a pour densite par rapport a Go

l'expression exp{1 ck X --If I }. Ceci donne une experience E'
k ,fk 2 n

equivalente a l'experience F = {Qf: f E 0 }.

Considerons alors les differences du type

D E sup IC(,f)wf exp{L -1ffk2
n j g f kfX 2

- E sup I C(i,f)rf exp{(f,W) -1 f12}
j f 2

oiu les rr sont des probabilites a support fini sur 0 . On a touj ours
n

llf I2
ID 1 < I irfe 2 Elexp{fak,fXk} -exp(f,W)ln ff
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D'apres le Lemme 4.2, les exponentielles de cette difference sont

equiintegrables. Pour un E > 0 fixe on peu donc trouver un nombre a

fixe tel que E|exp{(f,W)} -exp{a^(f,W)}l < s et de meme pour

(kak, fXk)a
I1 existe donc une constante K fixe telle que

D_ I < 2£ + KI7rfEIXYaksf,-(f,W)In ~~~ff
ou encore

IDIn < 2c + K{XrfEYEak f[XkX -gk9W) 2}

Le resultat sera donc acquis si nous montrons que kak fEIXk -

tend vers zero, ou encore que ElXk -(gk,W)1 tend vers zero uniformement

en k. Ici les variables X2 et I(g W)12 sont equiintegrables.

Pour celles dont les variances restent superieures a un £ fixe, le

theoreme de Lindeberg montre bien que Xk -(gk W) tend vers zero

uniformement en probabilite. Les autres valeurs de k donnent

EIXk -(gkW < 4 E Xk. D'oiu le resultat. Ceci finit la demonstration

pour le cas (2). Pour le cas (3), remplacons les E par les experiences

Poissonisees Fn qui leur correspondent. Les processus Sn sont alors

remplac,es par des processus S* tels que S (A) = - I (w ). Il n'est

pas besoin de les centrer puisque les elements de L20 (p) ont des

esperances nulles. Les proprietes d'equiintegrabilite utilisees ci

dessus sont encore valables pour les (f,S*). En effet, c'est par cetn

intermediaire qu'elles ont ete demontrees dans le Lemme 4.2.

Pour le processus Poissonise une suite {gk} formee d'elements

deux a deux disjointes donne des variables aleatoires (gk,S>) qui sont
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independantes. On peut donc faire le meme raisonnement que pour le cas

(2). -Ceci complete la demonstration.

Remarque 1. Les cas (2) et (3) de ce Theoreme font intervenir des boules

qui n'ont peut etre pas un interet considerable pour les besoins pratiques.

Toutefois il n'etait pas evident a priori que l'on puisse se passer de

conditions de precompacite. Les boules du cas (2) sont des boules entieres

dans un sous espace lineaire de L2 (p). Si par exemple p est sans

atomes, ce peuvent bien etre des boules de dimension infinie, comne on

le voit en prenant pour les gk les fonctions de Rademacher sur [0,1].

De meme, le cas (3) permet d'utiliser des partitions quelconques des

ensembles sousjacents X , mais pour que les conditions de Lindeberg

ne menent pas a des experiences triviales il faut qu'au moins certains

ensembles des partitions aient des probabilites qui decroissent moins

rapidement que 1/n.

Remarque 2. La demonstration pour le cas (2) repose sur la technique

suivante. Pour des probabilites 'Tft fixes pour un n donne mais

dependant de n, on a fabrique une distribution conjointe de (S ,W)

telle que

E I 7rfl(f,S)_(f,W)12
f

tend vers zero quand n tend vers l'infini. Cette distribution simultanee

des (S ,W) etait ici prise independante des r. Meme si elle en

dependait, son existence entrainerait que A(E ,G ) --O. L'existence de

telles distributions pour (S ,W) est une condition plus forte que la

condition A(E ,G ) -+0. C'est visible a l'endroit oiu nous avons
n n

interchange les signes | et E. On aurait toutefois pu penser que
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ces distributions conjointes existent toujours sous les conditions (B),

(C) et (L). I1 n'en est rien.

Prenons par exemple [0,1] avec la mesure de Lebesgue. Soit

{g ; k =1,2,...} une base orthonormale de L (p) formee de fonctions

|gk| toutes inferieures a une constante fixee b. Il en existe bien,

par exemple une base form8e de sinus et cosinus. Supposons que, quelque

soient les probabilites 'kk ,n il existe distribution pour la paire

(S ,W) telle que

d =E I Itf j(g ,S )-(g J)n k k,n k' n k

tende vers zero. On peut reecrire les rk n sous la forme 2k,n- k,n

pour des8 positifs ou negatifs. La quantite d n'est alors autre
k,n n

W12que d = EI(f ,S )-(f ,W)j pour fSi d tends versqu n Efn Sn)fn n knk n

zero, la distance entre la loi de (fn Sn) et la loi Gaussienne de (fnW)
tends vers zero. Toutefois il existe bien des f tels que IfnI < 1

qui ne satisfont pas aux conditions de Lindeberg. Un tel couplage de

S et W n'est donc pas possible, meme si on le fait dependre des
n

probabilites w. La methode de demonstration utilisee dans le Theoreme 1

ne s'applique donc pas au cas de boules sur des bases orthogonales, ce

qui aurait bien entraine immediatement la suffisance des conditions (B),

(C) et (L). Des suites formees de variables independantes g ne

peuvent jamais engendrer L20 (p) tout entier. En effet si E g0k,

alors g g2 est orthogonal a tous les gk Le probleme d'approximation

sous (B), (C) et (L) reste donc ouvert.

Puisqu'il en est ainsi, il est peut etre bon de montrer que, toutefois,

(B), (C) et (L) extrainment bien une approximabilite pour des distances

plus faibles.
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La distance A etait obtenue en regardant tous les problemes de

statistique oiu la fonction de perte W est telle que 0 < W < 1. On peut

limiter la classe de problames. Par exemple Torgersen [20] a utilise

une distance A definie pas les problemes olu le statisticien prend ses
m

decisions dans un ensemble ayant au plus m elements. Denotant v(n,C,E)

la norme de sup I C(j,g)'r P, la distance A (E,G) est egale a
jEJggg

sup Iv(ir,C,E)-v(w,C,G)I

pour un supremum pris sur toutes les 7Ir et sur tous les systemes

{C(j,g): j e J, g E 0d oiu l'ensemble J a au plus m elements.

Une autre distance AH peut etre d&finie en regardant les problemes

d'estimation Hilbertiens. De fagon precise, soit U la boule unite d'un

espace de Hilbert. Soit 6 -, ¢(O) une application quelconque de 0

dans U. On considere les problemes d'estimation oiu les decisions

possibles sont les elements de U et oiu la fonction de perte est

2W(0,t) = I4)(O)-tlI. La distance AH(E,G) est au plus c si et seulement

si pour toute boule U, toute application 4, une fonction de risque

r disponible sur E peut etre reproduite a £-pres sur G et

inversement.

Avec les notations precedentes pour un 0 C L20(p) la distance

AH(E,G) est la difference maximum entre Iinf Dx_0(g)jj2rrgP0I et la
x g

norme correspondante sur G, pour tout choix de ff et d'applications

4 dans une boule unite d'un Hilbert. Il n'est d'ailleurs pas besoin de

traiter toutes ces boules. Puisque ni E ni G ne peuvent separer des

elements equivalents de L2 (p) et puisque la cardinalite de l'image

par 4 d'une partie de l'espace de Hilbert L20 (p) ne peut exceder

celle de L20 (p), on peut se borner a la boule unite U de L20 (p)

lui-meme.
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THEOREME 4.2. Soit
n
C L2,0(p) satisfaisant aux conditions (B), (C)

et (LY. Soit E l'experience produit associee a 0 et soit G la

restriction a 0n de l'experience Gaussienne canonique G de L2o (p).

Alors quand n --, les distances A (E ,G ) et A (E ,G )
- H n n m n n

tendent vers zero pour tout entier m fixe.

Demonstration. Nous ne donnerons pas la demonstration ici, puisque le

resultat est un cas particulier du resultat plus general etabli en Section

6, Theoremes 6.1 et 6.3.

Les resultats etablis ou enonces ci dessus ne font intervenir que

des ensembles qui satisfont a la condition (B). Ce sont donc des ensembles

"assez petits", tout au moins si on les regarde dans l'espace des distri-

butions individuelles. I1 est clair que, pour des questions d'estimation

par exemple, on voudrait bien avoir des approximations sur des ensembles

"beaucoup plus grands". Nous ne savons obtenir de tels resultats que par

un procede de recollement deJA decrit dans [13]. (Le Lemme 1 de [13] est

evidemment faux. Il manque dans son enonce et sa demonstration un nombre

de signes E. Toutefois le theoreme de recollement, Theoreme 1 de [13],

est correct, a part peut-e'tre multiplication de la borne donnee par un

facteur 16.)

Afin de montrer qu'il est possible d'obtenir de tels resultats

considerons un probleme o'u les observations sont independantes, mais pas

necessairement equidistribuees. Autrement dit, considerons des produits

P6 n = POJ,n comme tout au debut de cette Section, avec e So et

n

Ici il n'y a plus d'espace commode analogue aux L20 (p) utilisables

pour les variables equidistribuees. Nous d'efinirons donc des espaces de

Hilbert comme suit.
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Puisque n est partout ci n'est pas necessaire de l1ecrire. Il

sera donc omis le plus souvent.

2Soit h la distance de Hellinger definie sur 0 par h (s,t)
1 (/P 2 Soit 2(s,t) 2

I h(s,t).
2J Yds,J jejitjSotH s,

Soit M0 l'espace des mesures reelles a support fini sur 0 et

telles que p(0) = 0. Posons

2 r 2
UPIHH= 4JH (s,t)P(ds)p(dt)

On obtient un espace de Hilbert H en prenant le quotient de M0par
l'espace {p: IpIHO} et en completant pour la norme pI H

Considerons les conditions suivantes pour les experiences produits

E - {P ; CEO }, mais avec l'indice n omis des notations.
n 6,n n

(Al) Si H2(s,t) reste borne (independamment de n) alors sup h(s,t)

tends vers zero quand n--+X.

(A2) Si H (s,t) reste borne, alors pour tout s fixe

S,j+Pt3j dp > £
5 ,j

tends vers zero.

Cette condition est equivalente a une condition de Lindeberg pour

les racines Idp /dp j avec la condition supplementaire que la somme

des masses de parties singulieres tendent vers zero.

(A3) Les 0 ont une dimension dominee au sens suivant. Pour tout £

fixe, soit N (£) le nombre minimum d'ensembles de diametre x > E

necessaires pou couvrir des ensembles de diametre 2x dans (0,H).
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Alors il existe une fonction E-+*v(e) E (Q,x) independante de n

-telle que N (S) < V(£) pour tout n.

THEOREME 4.3. Supposons les conditions (Al), (A2) et (A3) satisfaites.

Soit G la restriction a G de 1'experience Gaussienne canonique

attachee a l'espace de Hilbert H defini ci dessus. Alors A(E,G) '0

quand n -.

Demonstration. Les theorames de Birge [3] (oiu mee ceux de [13]) entrainent

1'existence d'estimateurs 6 tels que sup E0H (0,0) reste borne

ind6pendamnent de n par un nombre b < co. Cela est vrai pour E et

pour G.

Pour toute boule B(a) = {t: H(s,t) < a} centree a un point s et

de rayon a fixe, les conditions (Al), (A2) et (A3) entrainent bien que

A(EB(a GB(a)) tend vers zero pour les restrictions des experiences E

et G A B(a). Cela resulte par exemple des formules donnees dans [12]

et de la precompacite uniforme des boules B(a). I1 y a donc aussi une

suite {a } tendant vers l'infini telle que A[EB( GB( ] tende encoren B(a)~~~~~~~~~B(n)
vers zero uniformement pour toutes ces boules.

Cela permet d'utiliser le theoreme de raccordement de [13]. Le

resultat peut donc etre considere comme acquis.

Remargue 1. A noter que 1'experience G est une experience Gaussienne

au sens de notre definition, c'est A dire homoscedastique. Les conditions

(Al), (A2) et (A3) sont en particulier satisfaites dans le systeme utilise

par Wald en 1943 ([21]). Wald utilise les espaces de Hilbert locaux (de

dimension vectorielle bornee) definis par les matrices d'information de

Fisher. Cela lui donne une variete Riemannienne et des approximations

Gaussiennes heteroscedastiques.
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Ici l'approximation est homoscedastique, mais indexee par une partie

d'un espace de Hilbert de dimension vectorielle infinie en general. Mieme

localement, l'espace en question peut fort bien ne pes ^etre approximable

par un espace de dimension vectorielle finie. La condition (A3) dit bien

que G a pour chaque £ fixe une dimension finie, mais c'est une dimension

metrique et non pas une dimension vectorielle.

Remarque 2. Nous avons dejA mentione 1'exemple des densites de translation

C exp{-Ix-6Ia} pas rapport a la mesure de Lebesgue sur la droite et pour

un a fixe, a E (0S1) Quand 0 varie dans R et pour des observations'2

independantes equidistribuees, ces familles ne satisfont pas tout a fait

a la condition (A3). Toutefois on peut aisement se procurer des estimateurs

e* tels que le*-el reste borne en probabilite. On se ramene donc de

suite au cas d'une partie bornee de la droite. Pour une telle partie les

conditions (Al), (A2) et (A3) sont bien satisfaites. On obtient la droite

toute entiere par recollement. L'experience produit E {P 0 EIR}
n 0,n'

est donc bien approximable par l'experience Gaussienne correspondante.

Ici l'espace H pourrait etre remplace par un autre espace de Hilbert

obtenu en mettant sur R une distance proportionelle a |-It l6,

5 = -(1+2a) au lieu des normes habituelles telles que n1/2[s-tj.
2

Ceci montre bien que les 0 utilisables dans ce Theoreme 4.3 sont

"beaucoup plus grands" que ceux des Theoreme 4.1 et 4.2 en ce sens que

leur diametres ne sont pas limites. Ils sont par contre beaucoup plus

"effiles" localement que les boules a bases independantes du Theoreme 4.1.
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5. Extension au cas d'observations dependantes. Formules preliminaires.

Considerons une tribu A de parties d'un ensemble X et une

filtration

A1 C A2 C *- CAk k+l
C... CA

donnee par une famille croissante finie de sous tribus de A, la derniere 'tant

A elle meme. Soient Pi; i =0,1 deux mesures de probabilite sur A.

Si P1 est dominee par PO on peut ecrire sa densite sous la forme

dP

dP= ]I(l+Xk)d0 k k

ou les Xk sont Ak mesurables et tels que Xk > -1. Pour obtenir cette

representation on peut proceder comme suit. Soit Ek l'operateurk

esprance conditionelle etant donne k pour la mesure Pi. On pose y= 1,
0 1~~~~~~~~~~~~~~~~~~

kEkdP, f k- et X =f -1.Yk k dPo k
= -l k kk Yk-1

Les Xk sont des accroissements de martingales pour P0. En effet

E X - 0. Si T est A mesurable, on aura E' T = E0T(l+Xk).k-1lk k k_l k-l1 X
2 0 2

Dans la suite on posera ak = Ek X1. Considerons alors les

restrictions suivantes, o'u il est suppose que £ est petit, par exemple

10

(R1) E(Po+Pl){IXkI > £ }
k

(R2) Il
y

a un nombre b < tel 2k < b
I ~~~~k

Comme deja signale en Section 4, la condition (Rl) est equivalente a la

condition de Lindeberg pour les variables '+Xk -1 si ces variables sont

independantes. Nous l'avons imposee ici par analogie. Toutefois nous

ne savons pas si elle est necessaire lorsque les variables sont dependantes.
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La condition (R2) est une condition analogue a la condition (B) de

la Seetion 4. Elle va empecher les mesures P0 et P1 de se separer.

Toutefois, puisque le b n'est pa aleatoire, elle entraine aussi beaucoup

d'autre choses.

Nous avons suppose ici que la filtration {AkI} est donnee par une

famille finie de tribus. On pourrait utiliser tout aussi bien une famille

denombrable oiu A est la tribu engendree par U Ak. Nous ne le ferons

pas, car cela complique un peu les raisonnements sans apporter grand

chose aux resultats.

Remarquons qu'ici on utilise les densites l+Xk au lieu des racines

carrees de la Section 4. Cela n'a pas d'importance reelle si, comme nous

allons le faire ci-dessous, on suppose les Xk uniformement bornes.

Les Xk sont des differences de martingales, ce qui les rend plus

facilement maniables que les v'l+Xk - 1. Pour que les hypotheses faites

ici deviennent comparables a celles de la Section 4 il faut les appliquer

aux variables tronquees g* du Lemme 4.1. Cela fait,les resultats des

Sections 5 et 6 deviennent plus generaux que les resultats correspondants

de la Section 4.



43

Aux deux conditions (R1) et (R2) nous ajouterons les deux

restrictions suivantes:

(R3) Xk < 1

(R4) E' Ek1I[JX < -1 < E

Ces deux conditions supplementaires sont "presque" des consequences de

(R1) et (R2) en ce sens que si (Rl) et (R2) sont satisfaites il est

possible de modifier les K., obtenant de nouvelles variables X' quiXk k

satisfont a des conditions voisines de (R3) et (R4) sans pour cela modifier

beaucoup les produits f(1+Xk). Le but de la presente Section est de
k

demontrer cela et d'obtenir une formule exponentielle analogue a la formule

de la Proposition 4.2. 11 est bien evident que le nombre 1 de (R3)

pourrait etre remplace par une constante positive quelconque. Les

variables tronquees du Lemme 5.2 seront aussi utilisees pour les resultats

de la Section 6.

LEMMA 5.1. Supposons gue les Xk verifient la condition (Rl). Soit

0
XkI[Xk < el et soit a = - Xk. Soit P* la mesure dont la

densite par rapport a PO est le produit RR[l+X+ak]. Alors

11 < 2£ et Xi +ak <l1 +E.

dP*
Demonstration. Les variables a sont positives. Le rapport f d

est donc superieur a g - I(l+Xk)(l+X.) . Sous la condition (RI) on a
k

P [g fl] < E donc
1 _
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P -*p < 2 R -(l^f)]dP

< 2 [1 -1^g]dP1 < 2E -

Puisque a -E0X on a bien O < a < 1 et X +a <i+s. (En
ak k-i k -k k k-1+

fait (Rl) entraine que (E +E)(Qak) < 2e.)
k

Supposons maintenant que (R1), (R2) et (R3) sont satisfaites et

prenons un nombre a > 2. Soit Ik i'indicateur de 1'ensemble

sup (1+X) < a

v<k-i j<<2v

Posons
a

= IkXk. Par construction on a encore
a

> -i et Ek0 a 0=

Donc le produit H(l+a) est une densite par rapport a P d'une mesure
k

+X
0

de probabilite Pa

LEMMA 5.2. Si les conditions (Rl), (R2) et (R3) sont satisfaites on a

(i) sup n (i+Xa) < 2a,
k j<k

(ii) iP-aP < 2 eb
a

Demonstration. Soit k le premier entier tel que

donc II (i+X )(l+Xk) < a(l+Xk) < 2a, par (R3).
J<k-i1k

premiere inegalite. Pour la seconde, notons que r
i

sont toujours egaux excepte sur i'ensemble A o'u

Il suffira donc de montrer que P1(A) et P (A) Einfriur a e/a1
inferieurs 'a eb/a. Pour P notons que1

I (i+X) > a. On
j<k
Ceci donne la

T(i+Xk) et H(i+Xa)
k

k k
sup II (i+X ) > a.
k j<k

sont tous deux

EkI(1+Xk) = E0 ( 2+Xk) 2=1 + .

a a

De meme si Eki designe une esperance conditionelle pour p on a

Ea (+X) (+X)(1 a0 2
Ek-i 1X)=E -k (+X)k= l1+Ek-1Xi k

a
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2 < 1-i-2 k-iueI esCeci est egal a I +Ikak +ak puisque Ik est A mesurable.

Il en -resulte que les produits I (l+X )exp{-a } sont des surmartingales
J<k

positives pour P1 et pour P1. Pour de telles surmartingales on aura bien

Prob{sup I (1+X )exp{-a } > y} < 1
k j<k - Y

Puisque a < b, ceci donne le resultat voulu en prenant y = aeb.

Nous aurons aussi besoin, en Section 6, de resultats un peu plus

precis. L'un d'entre eux est le suivant:

LEMME 5.3. Si les conditions (R1), (R2) et (R3) sont satisfaites, alors

pour tout entier n > 1 on a

p {sup I (1+X ) > a} < 1 exp{(2nn-l)b}
0 k j<:k a~n

a~~~

Demonstration. On peut ecrire (i+Xk) 1 +nXk + 1 (s <

2 n 2 0 =2 n n 2
1 +nXk+ ()Xk puisque IXkl < 1. Donc Eki(i+Xk) < 1_+(21-n)ak.

Ii en resulte que les produits

U (1+X )nexp{-(2nl-n)a }
j<k i i

forment une surmartingale. La conclusion s'en deduit comme auparavant.

Remargue 1. On aurait aussi pu utiliser le theoreme de Dubins et

Freedman [5] qui dit que exp{X I X -4(X) I aC} est une surmartingale
j<k j<k

pour 4QN) - exp{X} -1 -X. La formule donnee ci-dessus sera plus commode

en Section 6. Sa methode de demonstration montre aussi qu'on aurait pu

ameliorer les bornes du Lemme 5.2.
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Remargue 2. La condition (R4) est peu agreable parce qu'elle melange les

esperances conditionnelles sous PO avec des esperances sous P . II

est bien vrai que, pour E < 2 et pour des variables independantes elle
-2'

est une consequence de (Rl). Dans le cas general nous ne savons pas ce

qu'il en est. Toutefois en rempla9ant P1 par Pa on a bien

f{I-lI[Xk < -]}dP < 2afEk I[Xk -<-]dPO <2a-

d'apres (Rl), si £ < 2. II est donc possible de considerer que

1'addition de (R3) et (R4) aux conditions essentielles (Rl) et (R2)

ne fait pas vraiment perdre de generalite.

Pour terminer cette section, nous allons demontrer une formule

exponentielle analogue a celle de la Proposition 4.2.

THEOREME 5.1. Soit Q la mesure dont la densite par rapport a P est

exp{ [x -4 2k]}
k

Alors sous les conditions (R1)-(R4) il existe une constante K(b),

dependant seulement de b, telle q si bE < 1 -s on ait

BQ -P < K(b)/.r-

La demonstration va etre divisee en plusieurs etapes. Nous

montrerons d'abord que P1 peut ^etre remplacee par la mesure P2

definie par

dP 122 2
2 -Xkk

dP
nfe [l+Xk+y]d0 k
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Cette mesure P2 n'est pas une probabilite, mais elle est inferieure a

la mesure P3 definie par

dP ~~~~~~~2dP3 12 1+X k

dp0 kll +a2/2 k 2

Puisque P3 est une probabilite, on a bien lIP21 < 1

LEMME 5.4. On suppose gue les conditions (R1)-(R4) sont satisfaites,

E:<1que £<-4.
4

Alors lIP2-P1 < [7 +3b]/sE-.

Demonstration. Posons Y =

alors la forme

X2 dP2k
Le logarithme A = log dP prend
'+Xk. dP~~~~~1

A = I{log(l + 2) ___2 -
k 2 2 k

Posons encore Zk = YkI[IXkI
deux positifs, ceci donne

log[l+ 2

De plus |Xk| < S entraine

IZk. On a

< sl. Puisque Yk et Zk sont tous les

zk k Zk 2> log[l +-k] > ( k)2->2 2 2

2
Y < -. Considerons d'alors la sommek 1-E

1 2 < 1 21 2 2-
Ek-1k-<l-E Ek-1lk-<-s Ek-1lk 1-S k

Donc

E1 1 1(Zk)2 F-2
E k2< b

2 _-8(1-E)
Pour decrire le comportement du terme Z posons =Ek Z.Pk

posos suk lsEk-l k
Pour la mesure P les terms Zk -

2 sont les accroissements d'une
1k k
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martingale {M }. Les variances conditionnelles de cette martingale

satisfont a

2 -E2 1 2 F2 2
<i1TFEkllJZkJskI <S 4 1i6 5k

De plus s 2

M = [Zk-skt,

E1 Z < E1 y a2
k-1lk- k-1 k =k*
E M < 4- b.

I1 reste a examiner la somme V

On a donc

= k[a _82I

£s2 < I ak < bk k

On peut ecrire

a2 2 E1
k k = Ek-lYkI[IXkl > El

=E0 2

k-1 k ['Xkl > ]
0 2 0 2

= Ek_lXI[Xk > El + Ek-lXkI[- 2-< Xk < -£]

+ ElX2I[ < -

Les trois termes du membre droit peuvent e'tre bornes comme suit

(a) Ek
0 2I[ 2

> E]

(b) Ek0 2 1 < -E] < 2Ek1 2I -E Xk

Finalement, d'apres la condition (R4)

Cc) E'
1

1<Ek EklXkI[Xk < -12] <

Ii vient donc

E1V <

Posant T = -2v +4 Z)
2 k

£ +2 IP1[IXk >

k

on voit que A

el < 3£ .

> -T

variable finale d'une martingale telle que E M = 0

ou M est la

11 .2 2
et E (7i) < E b

et olu T est une variable positive telle que

2
1T 2b 3

8(1-e-) 2'

et pour

E1 2 i 2
k-1 1 Zk7sk

I
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Les inegalites de Tchebychev et Markov donnent alors

P 1 < < eb
12

-

P1(T > /J] <fi*E +-2 8(1-e)

Ceci donne

- 3- beroFP1A < -2/E] < §s + 8(e)[8+u/c]

et pour £ < 4

P1 [A < -2/i] < [ 12 ] E

dP2
D'apres les inegalites usuelles, si f = dP on a

P1

Up -P 1 = 2J[1-(1^f)]dP1+ Hp2 HP1

Ici HP21 < HP H 1. Il vient donc

Ip2-P I < 2{[1 -exp{-2y/E}] + [3 +17-]2121-"
17

< 7r:-+6 A.6

D 'o'u le re'sultat .

Le raisonnement s'applique tout aussi bien a la mesure de probabilite

3- 2- On a donc aussi:

COROLLAIRE. Sous les hypotheses du Lemme 6 on a

1P3-P11 < [7 +3b],/E .

Passons maintenant a la difference entre les mesures P2 et Q1
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LEMME 5.5. On suppose gue les conditions (R1)-(R4) sont satisfaites et

gue C < -. Alors il existe une constante K (b), dependant seulement-4 1

de b, telle gue

11Q1-p I < K (b)/ .

D&monstration. Posons A
= 1

et

2

4,cA= II [1+X +I]exp{-Ia2}J<k j 2 2

Bk = jexp[X 2

Ak = exp{-Tak}[exp{Xk} -X(1+Xk+ 2

1 2 2(l EXk
= exp{-ik}1{XkJ(1-E)(e _1)dE}

Alors la difference des rapports de vraisemblance est egale a

dQ1 dP2
dP dP AkAkBk'O 0 k

donc

IQ1-P21 = E IDI < X E0AklAkIBk
k

Soit y le nombre y = e -2.5. D'apres le resultat de Dubins et

Freedman [5], 1'inegalit-e Xk < 1 entraine que les variables
1 2 2exp I [X ---a -ya forment une surmartingale sous P. On a donc

j<:k i 2 j i 0

E0B exp{-y 2a2 < i
k k j>k

0
et donc, suivant (R2), EkBk < exp{yb}. Ceci donne
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EOIDI < eYb X EANIkAkI
k

= eybE0{X AkE0lIAkI}
puisque A est A.l mesurable. La derniere expression peut aussi

s'ecrire sous la forme

eY { Ek1lAkl }dP2-

La formule de Taylor montre que

EklIAkI < (e -l)a2 + (e-l)E0 2
>I[I >k-1k k k-lX[XkAc

< (e-l)2k + (e-l)a2*kk

On a donc en particulier

E0E lk < (e :-l)b +(e-l)b < 2(e-l)b-
k

D'apres le Lemme 5.4 ceci entraine

[I Ek-llkIAIdP2 < f[ Ek1 i\AkdP1 + 2(e-l)b[7 +3b]v/

Il suffira donc de borner [ Ek_lj4k|]dPlv ou encore la quantite plus

grande

(e -l)b + (e-l)f{I EklXI[Ixkj > ei}dPI

Au cours de la demonstration du Lemme 5.4 nous avons vu que le terme

integral dans cette formule est borne par 3£. I1 vient donc

0 ~yb{sE IDI < e {(e -l)b +3Es(e-l) +2(e-l)b(7+3b)v/£}

On a donc

uP2-Q11 < K(b,s)/s
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ou

K(bp,£) = eyb {2(e-l)b(7+3b) +[3(e-1) +be"/4]V'},

ce qui entraine le resultat desire.

Pour demontrer le Theoreme 5.1 il suffit maintenant d'ecrire

IQi-P11 < IQi-P21 +BP2 P1l

Au lieu d'une paire {Po,Pp} de mesures sur A, on peut considerer

une experience E = {P; e E (} oiu e est un ensemble arbitraire.

Supposons choisi un e0 particulier dans G et posons P = P . Si

PO domine chacun des P0 on a bien une representation

dP0

0k

come auparavant.

Supposons alors que chacune des

A chaque P06 on peut alors associer

rapport a P0 = QO est donnee par

P0 satisfait aux conditions (R1)-(R4).

la mesure Qe dont la densite par

exp{z[\ t0) -2°(e)]}

ou l'on a pose °k k-i k() Le Theoreme 5.1 dit alors que

sup fP0-Qe0 < K(b)Y'

donc aussi, si l'on veut normaliser

sup uP0 -1Q011Ql < 2K(b)/ .
0
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La famille {Q; 6 E 0} possede une structure bien particuliere.

En effet, soit Mo l'espace des mesures reelles p a support fini sur

( et telles que p(G) = 0. On peut plonger (9 dans M0 par

l'application 6 -s 6-6eO olu 6 est la mesure de Dirac a 0.
0 2

Soit alors L ((p) = J )p(d6) et soit Bk(p) = Ek-l[Lk()] .

Finalement soit L(p) = I Lk(p) et B(p) = Bk (P). Considerons les
k k

mesures QP dont la densite par rapport a Q = PO est donnee par

dQ 1
di' = exp{L(p) --B(i')}

Ce sont bien des mesures finies puisque l'inegalite de Dubins et Freedman

donne

E exp{L(p) --B(p)} < exp{bUpI exp[lpl -1]}

avec UPI11 egal a la variation totale de P. La famille {Q6; 0 E 0}

est donc la restriction a G d'une famille {Q ; p E M0} qui presente

sur M une structure tout a fait analogue a celle d'une famille

Gaussienne, excepte que la forme quadratique B est une forme aleatoire.

Notons que Ek l[LkCk)]2 B Ci(p) implique que Lk(p) s'annule

presque surement en meme temps que Bk(ip). Ceci veut donc dire qu'en

faisant tendre £ vers zero, on obtient des familles {P0; 0 E G} qui

sont B-approximables au sens de [15] Chapitre 11.

Ce sont des familles oiu les logarithmes des rapports de vraisemblance

admettent une approximation quadratique et oiu les proprietes statistiques

sont, en premiere approximation, entierement determinees par le

comportement des formes quadratiques B.

Pour de telles familles on dispose de nombre de theoremes qui

proviennentprincipalement du fait que 1) les distributions a posteriori
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associees aux {Q ; e E O} ont la meme structure que si l'experience

en question etait Gaussienne et 2) sous des conditions supplementaires

sur la dimension des espaces (aleatoires) de Hilbert associes aux formes

B, et sur l'existence d'estimateurs adequats, on peut proceder a la

construction par solution d'equations lineaires de "variables de centrage"

Z telles que

= exp{-1[B(Z-U) -B(Z]

et obtenir pour ces variables des proprietes analogues a celles que l'on

attribue souvent au maximum de vraisemblance.

Ceci ne demande rien de plus localement que les conditions (Rl)-(R4)

et des conditions de dimensionalite.

Toutefois, il existe une classe particuliere de familles du type

{Q ; i E M I appelees experiences Gaussiennes mixtes. Ce sont celles

ou, conditionellement etant donne les B(p), les variables L(p) sont

Gaussiennes d'esperance zero et variance B(p).

On ne peut esperer que cette condition supplementaire soit satisfaite

sous les seules restrictions (Rl)-(R4). Elle est pourtant satisfaite

asymptotiquement dans de nombreux cas, comme l'a demontre P. Jeganathan

(8]. Dans les cas parametriques classiques, on utilise des transformations

de l'espace des parametres par des homotethies telles que la multipli-

cation par A, ou des transformations lineaires plus compliquees.

Dans de tels cas, les experiences limites satisfont a des conditions

d'invariance par translation qui entrainent que, si elles ont la structure

quadratique decrite ci-dessus, elles sont aussi "Gaussiennes mixtes".

Toutefois, les raisonnements de ce type entrainent seulement des conver-

gences faibles vers les experiences Gaussiennes mixtes. Nous donnerons,

ci-dessous, des conditions qui entrainent des convergences plus fortes.
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6. Variables dependantes. Approximations Gaussiennes mixtes.

Dans cette section nous considererons une famille E = {Pe;0e E}

o'u les P0 sont toutes dominees par PO = P . On suppose que les Pe0

sont donnees sur une tribu A, la derniere dans la filtration
dP

A C A C *-- C Ak C *-- C A. On ecrit - = f[l +X (0)] comme expliquel 2 dP0 k k
en fin de -'a Section 5 et on construit les formes lineaires L et

quadratiques B comme cela a ete decrit.

Nous supposerons que chacue P, satisfait aux conditions (Rl)-(R4)

de la Section 5 et supposerons en plus que la condition suivante est

satisfaite.

Supposons que la filtration demarre par une tribu Ao C A1 au lieu

de par A

(R5) Sur Ao toutes les P0 coincident avec P0. Pour chaue E MO
la valeur B(P) de la forme guadratique B est AO-mesurable.

Le condition (R5) est une condition tres forte. Elle est satisfaite

dans certains cas speciaux tels que celui d'observations prises

sequentiellement avec temps d'arret independant des observations

elles-memes et quelques autres exemples analogues. Au prix de quelques

modifications des demonstrations, on peut remplacer (R5) par des conditions

applicables a beaucoup de problemes plus generaux.

Une des modifications possible est la suivante:

(R'5) Sur A toutes les P0 coincident avec P . I1 existe une forme

quadratique B* definie sur M telle que

1) chaque p E M , B*(P) est AO-mesurable,

2) la difference B*-B est une forme positive,

3) Si
t

-6-6 , (s,t) E OxO alors B*(V) -B(p) < E.
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Une condition de cette espece est souvent satisfaite dans les cas

ou on considere une filtration donnee par un suite infinite

A1 C A2 C *.. C Ak C *, notre A etant un des termes de la suite

{Ak} et B* etant la limite des formes definies par les Ak successives

quand k tend vers l'infini.

Une autre modification possible de (R5) est la suivante. Posons

B (p) = Ek IXk()p(dO) 2, de sorte que B = IBk-1 ~~~~~

(R"5) Sur A toutes les P0 coincident avec PO. I1 existe des formes

quadratigues positives B* telles gue
k

1) pour chague v, B*(i) est A mesurable et IB*(p) estk k-1 k k

A -mesurable0

2) Si i = 6 -6 , (s,t) E exe, alors I|B*(P)-B (P)l <

Les constructions et demonstrations qui suivent pourraient se faire

sous (R"5) ensubstituant les Bk aux Bk. Sous (R'5), il suffit de

remplacer des sommes E B par les differences B* - I B;. Cela ne
j>k J j<k

change rien 'a 1'essentiel des demonstrations. Nous utiliserons donc (R5)

pour des raisons de simplicite de notation.

Sous cette condition (R5) la forme B est la somme de formes Bk
donnees par Bk(p) = Ekk FlXk(0)p(de)12. La somme X B. est donc

k k-ljic ~~~~~~~~~~j<~k3

Ak-1 mesurable. Sous la condition (R5) il en est donc de mgme de la

somme I B . Ceci va nous permettre de construire une experience
j>k

"Gaussienne mixte" associee aux formes Bk.
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Les constructions et les demonstrations utilisent seulement les lois

sous ?P0 des processus aleatoires (k,e,ii) -->[Xk(e)Bk(p)]. On peut

donc, au lieu de travailler sur un espace quelconque, travailler sur un

espace produit {SI,A'} x{X',A'} avec sur (Q,A') une mesure de'0 '0

probabilite P et sur (X',A') une filtration A' C A' C ... C A'.1 2

De plus, en prenant pour X' un espace de trajectoires pour les processus

decrits plus haut, on peut supposer que la mesure de base PO a ete
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desintegree sous la forme P%(dw,dx) = P(dw)F (dx) ou w -> F est une

distribution conditionnelle reguliere des x' E X' etant donne w E Q,

c'est a dire, etant donne A'
0

La condition (R5) revient alors a dire que la forme aleatoire B

est une application A' mesurable ) -> B dans l'espace des formes
0

quadratiques positives sur M . De meme les formes aleatoires Bk sont

des applications A' xA' mesurables, (w,x) '-)B ')X telles que
0 k-l k

B= B
k
Sous ces conditions fixons un w et construisons l'espace de

Hilbert H" completion de M pour la norme issue de B . Pour chaque
0

k et x on a BW'X (P) < BW(P). Il existe donc une application lineaire
k_

symetrique C 'x de e dans lui-meme telle que le produit scalaire
k

(X,CWkXii) pris dans e est le produit scalaire associ'e a Bk

L'application CWX possede une racine carree symetrique de type positif,
k

soit rW,x telle que (X,CW'xP) = (rW,XX rW,xu). Cette application
k" k ~~~k 'k

rw,x est bien determinee.
k

Supposons maintenant que nous possedons aussi un stock inepuisable

de variables aleatoires Gaussiennes centrees, toutes independantes et

independantes des observations dans A' xA'. A partir de ces variables
0

construisons une suite indpe"ndante {rn } de processus Gaussiens

canoniques de 1C. L'image rk nk est un processus Gaussien tel que

Ek l(x,rkwnk)1 = Bk (X)

Ici Ek1 represente une esperance mathematique conditionelle pour

la tribu Al engendree Al xA et par les processus q

d'indice j < k.
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Cela etant on peut definir pour tout p E M0 une mesure ap dont

la densite (par rapport a P0 multiplie par la distribution des processus

Gaussiens) est

= exp{l[(1,rk k -2)Bk1)
0d k

avec quelques abus de notation qui ne devraient pas preter a confusion.

Une remarque essentielle est la suivante:

Pour un (@,x) donne, la variable aleatoire I (P,rwxn) a une

distribution Gaussienne centree de variance E Bj'x(i) (donc Ak1

mesurable).

Ii en rEsulte que pour toute fonction Ak mesurable ¢ on aura

Ekl4 [ = Ek-l44(PZ)] oil Z est obtenu a partir d'un

processus Gaussien canonique de He par application d'une transformation

Ak-1 mesurable.

La construction qui vient d'e^tre decrite donne bien une certaine

experience Gaussienne mixte {G ; p E MO}. On peut la restreindre 'a )

en posant G, = G pour P = 6 -6 . Cela donne alors une experience

0'~~~~~~~~G ={G; 6 E 0} index'ee par E).

On peut conjecturer que sous les hypotheses (Rl)-(R5) l'experience

G va peu differer de l'experience E = {P0; 0 E G}. Toutefois nous ne

savons demontrer cela que pour les distances Am et AH introduites dans

la Section 4, on encore pour la distance A elle-meme mais sous des

conditions de precompacite.

Rappelons que la distance A (E,G) peut ^etre definie comme suit.
dP0 dG0

Soit f0 = - et = dG. Soient C(J,0) des nombres C(J,0) E [0,1]
dp

et soit Tr = { 0; E 0} une mesure de probabilit'e A support fini sur 0
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Alors A (E,G) est le supremum des differencesm

E sup XC(j,O)wefe - E sup XC(J e)7r0g0

ocu les C et 7 varient sans restriction dans leur domaine excepte que

la cardinalite de 1'ensemble J ne peut exceder m. Ici la premiere

esperance mathematique est prise sous Fo, la seconde sous GO

THEOREME 6.1. Supposons que les conditions (Rl)-(R5) soient toutes

satisfaites et que G soit l'experience Gaussienne mixte decrite ci

dessus. Alors il existe des coefficients K(b) dependant seulement de

b tels gue

A (E,G) < m2K(b)E/12
m

Le theoreme sera la consequence d'une serie de lemmes demontres ci

dessous. Notons encore que la demonstration montre aussi que la condition

tres forte (R5) n'a pas besoin d'etre exactement satisfaite. I1 suffit

qu'elle le soit d'une maniere assez approchee comme indique dans la

modification (R"5). En fait nous utiliserons les mesures tronquees Pa

donnees par le Lemme 5.2. Pour ces mesures (R5) n'est satisfaite que de

fagon approchee. La valeur de a sera choisie ulterieurement.

Reprenant les applications lC(j,0)7T0f0, nous allons considerer
0

qu'elles transforment les rapports de vraisemblance en variables

aleatoires a valeurs dans RJ. On munira IR de sa norme Euclidienne

2 12habituelle donnee par jzj = E Iz Les fonctions coordonnees £
jeji

sont alors des fonctions Lipschitziennes telles que IQt(z)-k (z')I <

Iz-z'I. Il en est donc de meme des fonctions sup Z. qui interviennent

dans la definition de A
m
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Sur R on peut approcher toute fonction Lipschitzienne bornee par

des fo'nctions indefiniment derivables.

En effet, soit ' definie sur R telle que lP(z)l < a et

1 (z)-4(z')l < Iz-z'l. Soit Z une variable Gaussienne a valeurs dans

JR et telle que sa densite soit - /2 exp {--lzI } pour une norme

1 ~~(27Tr)m-
Izi telle que Izi - -Izi. On supposera a < 1.

LEMME 6.1. Soit ' satisfaisant aux conditions l'P < c et

I'(z)-'(z')l < Iz-z'j. Soit (z) E 'P(z+Z). Alors

1) I¢(z)-'(z)I < a/rm,
2) la derivee seconde f de J est bornee au sens gue

lu O(z)s ' 2-1uI lvi

3) la deriveee est Lipschitzienne:

lu[,,(z)_-¢(z,)]vl < 2,ullvllz_z'l

Demonstration. On a

Ej'(z+Z)-'(z)j < EIZI = aEHZIH

Toutefois EIZI - m. D'oiu le premier resultat. Pour le second notons

que la derivee seconde * peut s"ecrire

u'I(z)v - E '(z+Z)[(z,u)(z,v)-(u,v)]

pour les produits scalaires associes a la norme lfl* On a donc

Iu'4(z)vI < cE{j(Z,u)(Z,v)I + I (u,v)I}
et

EI(Z,u)(Z,v)l < RuilvI



60

On a aussi

lu' [f(z)-4(z')]vl < Iz-z' I [DulDvA + Juj lvi]

d 'o"u le re-sultat.

Nous reviendrons plus loin sur le probleme cree par le fait que la

fonction sup 2Q(z) est bien Lipschitzienne mais non bornee. Pour le

moment considerons des rapports de vraisemblance f0 et g0 et une

application dans R donnee par S = I C(6)wofa ou les C(G) out des

coordonnees C1(e) telles que 0 < C (e) < 1 et o=u7 {7} est une

probabilite a support fini sur f. dPa

Nous allons prendre pour les f des rapports dP = 11( +X(a)M0 d0 X
ou les sont des versions tronquees des Xk(e) suivant le procede

du Lemme 5.2 de telle sorte que si U (e) - n [l +X(a)] on aitk i<k
sup Uk() < 2a.
k k -

Posons aussi W (e) = exp{ I (p rin,) - -a2(e) et
k i>k 2i2i

Vk(e) 0exp{<pe2rkNk) - 9 k(0)} -l1, avec p6 =da 60 .
0

A ces variables nous allons appliquer la methode de Lindeberg. Pour

cela, on se servira des notations suivantes

a) Sk IX c(e)wOuk(e)(l +Xa(e)]Wk(e)

b) Tk cC(e)7rOUk()([l +Vk(e)]wk(e)

c) T I C(0)nreges,
0

d) R = C (e)7TUk(O)Wk(O),

e) Zk ' Tk-Rk = 1 C(O)7reUk(e)wk( )Vk(e),0

f) =Sk Rk = C(0)7roUk(0)Wk(0)Xa(0).k k k k k0
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Pour toute fonction ¢ on peut ecrire

O(T) -4(S) =Y[(T )-O(S
k

= Y{([(Tk)-() ]-R[k (Sk)-4(Rk)]}

Si ¢ est une fonction bornee dont la derivee seconde est bornee

et Lipschitzienne, un terme tel que 4(Tk) -l(Rk) possede un

developpement de Taylor

(T (Rk) (Rk) (T Rk) + 4L(Tk-Rk) '(Rk)(Tk-Rk)

+ 1(Tk-Rk)'[(R\) 4 (Rk)](Tk-Rk)

ou Rk est situe entre Tk et Rk
Si K est un nombre tel que

IuI4(z)v -u'(z)vI < KIz-z'I|ulvlv

le terme du troisieme ordre est inferieur en valeur absolue a -KlZkl3.

Nous allons d'abord montrer que ces termes peuvent etre negliges.

LEMME 6.2. Sous les conditions (Rl)-(R5) , il existe un nombre K(b),

ne dependant que de b, tel que

I EO Zk 13 < 8a33/2K(b)/4
k

Demonstration. La norme -Zkl est au plus egale a / fois la norme

maximum des coordonnees. On a donc

lZkl < (/)X 7OUk(O)Wk(O)IVk(
0
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Ceci entraine

I Z 3 '~m3/2 r3u(6) IV (e)13

Prenant l'esperance conditionnelle Ek-li on voit que

Ek lIZk13 < m3/ woU3 Ek_iIVkEei3 EkW3(e)
0 0

Ici EkW3(6) est deja Akl mesurable. La variable Wk(e) peut se

1 2mettre sous la forme Wk(0) = exp{( --j } olu E est conditionellement,

distribue suivant N(O,S2) et o ' = I a2(6) est Ak-l mesurable.

3(0 2j>On a donc EjVO) = exp{38 } < exp{3b}.

Pour borner Ek lIVk(E)I3 on peut mettre Vk(e) sous une forme

analogue, soit Vk(e) - exp{n --- } - 1 avec n Gaussienne centree de

2 2
variance a = ak() On a

EklIVk(E) 3 =E 3(e + 2 [3( 1-32lVk() 2Ekl[Vk(3)]
= (e3 -l) - 3(e' -1) + 2 3kl[V (6)I -2 k[V()

De plus [V (0)] < [q -- ] . Puisque a2 < 1, on en deduit qu'il

existe un coefficient K tel que Ek lIVk(e)13 < K a3(0).

On a aussi Uk(e) = 1 [l +X.(O)] < 2a. Il vient donc
j<k

£N |Z13 < 83m3/2K ?Tea3(e
k 09,k

Dans cette expression on peut remplacer £ c3(e) par la borne b max ak(O).
kok k

Notons alors que

2() <
2
+ I[E X I(0) > 5] .k~O)< +k-l[;k,e
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Donc

2 2 2
E max a() < E max ak(6) < C +eE
kk k k

d'apres (Rl). Cela entraine bien le resultat desire.

Un raisonnement tout a fait analogue mais un peu plus simple montre

que les differences Yk jouissent d'une propriete analogue, a savoir:

LEMME 6.3. Sous les conditions (Rl)-(R5) on a

I EIY < 8a33/2(b)
k

En effet Ek lIXk()I < c 2(e) + Ekl{1Xa(O)I >s}-

Il resulte de ces deux lpmmes que si l'on veut montrer que

E[4(S)-¢(T)] est petit, pour une fonction ¢ satisfaisant aux conditions

enoncees, il suffira de montrer que les differences

I E[$(Rk)Zk -$(Rk)yk]k
et

£E[Z""RkZ Yk()yk
sont petites. k k(kZ

Pour la premiere difference cela est immediat puisque E lZk =

E Y = 0 et R est A -mesurable. Pour les termes du second orderk-1lk k k-i

il faudra-montrer que les matrices E Z Z' et E Y Y' differentk-1lkk k-1lkk
peu.. C'est bien exact mais demande un peu de travail. Nous allons

commencer par calculer ces matrices.

Un terme de E Z Z' se met sous la forme
k-i k k

ctiC C S(t)'itUk(s)Uk(t)(EkVk(S)Vk(t)] x [E W (s)W (t)]

avec un terme EkWk(s)Wk(t) qui est A -mesurable. Conditionnellement
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le produit V k(s)Vk(t) est de la forme

Vk(s)Vk(t) = [exp{E 2kCs)}1-][exp{ 72k(t)} -1]

oi les (is,t) ont une certaine distribution Gaussienne centree. Ceci

donne

Ek-1Vk(s)Vk(t) exp{Covk(EspEt
ou Covk est la covariance conditionnelle de 8 et

t
Mais, par

construction, cette covariance n'est autre que la covariance conditionnelle

Ck(s,t) = Ek_lXk(s)Xk(t)

On a donc

EklVk(s)Vk(t) = exp{ak(s' t)} - 1

= ak(s,t) + rk(s,t),

avec

rk(s, t) = exp{ak(s, t)} - 1 - ak(s, t) -

Le terme correspondant de la matrice Ek lY Y' prend la forme

CC(s)C (t) T 7r Uk(s)Uk(t)EkWk(s)Wk(t) XEk_lX(s)X(t)

Ici Ekl.(s)XkCt) = Ik(W)Ik(t)ak(s,Ct) pour les indicateurs Ik(s) et

Ik(t) qui produisent les troncations des Xk(s) et Xk(t) respectivement.

On a encore Uk(s) et Uk(t) au plus egaux a 2a et E Wk(s)Wk(t)
< exp{b}. Ceci conduit au resultat suivant.

Soit Mk i j le terme d'indice i, j de la matrice Mk = Ek_lZk k

et soit Makij le terme correspondant de la matrice EklYk k
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LEMME 6.4. Sous les conditions (Rl)-(R5) on a

n
a ~~2 2b e (2 _1-n)b

I ElMkv i i-Mk ij |< 4a be [e(1l+e-) +2
k _MVian

pour tout entier n > 1.

Demonstration. D'apres le calcul precedent la difference

Dk = M Mi aMai est au plus egale ak,ji,j kij

2e2b{I 7Ts5trk( ,t) + 7Tst[I -Ik(s)Ik(t) lak(8s t)|
s t s tk k

Bornons Iak(s,t)j par ak(s)ak(t). On a alors

kkk kkk[I k()k(t)]Ik(s,t)| < ak(s)a (t)]maxElI-I (s)I (t)]

< b max [I -Ik(s)Ik(t)]
kk k

D'apres le Lemme 5.3 on a

e(2n_l-n)b
E max [I -I (s)I (t)] < 2 ln

k k nk a

pour tout entier n.

Pour le terme en rk(s,t) = exp{ak(s,t)} -1 - k(s,t) on peut borner

r (s,t) par a2(s,t) < CT2(S)CF2(t). Ceci donne
k k

2 2~~2 )2t
rk(s't) <

I 2Tk 2k k 2ks)Y(t)
< b max C2(t)

k k

2
Or nous avons vu, dans le demonstration du Lemme 6.2, que E max a (t)

k k
< e(l+e). Ceci donne bien le resultat enonce.

En rassemblant les resultats etablis ci dessus on obtient le

corollaire suivant:
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J

COROLLAIRE. Soit ¢ une fonction definie sur IR telle gue les termes

de la-seconde deriveee ) soient tous bornees par un nombre A1. Supposons

aussi gue f satisfasse a la condition de Lipschitz Iu'(z)v-u'R(z')vI
< A21z-z'II uI lvI.

Alors, sous les conditions (R1)-(R5) on aura

2 2b2 e ~~(2n_1n)b
|E[O(S)-¢(T)f|< 4m2Abe a {E(1+6) +2 n

a
+ 8m3/A2K(b)a3( +V')

oui K(b) depends seulement de b.

(En fait K(b) = Ko +K1b pour des constantes universelles K1

et K .)

I1 est maintenant facile de completer la demonstration du Theoreme 6.1.

Pour cela notons que 1'experience E elle-meme donne une application
dP0

SO des rapports de vraisemblance fe ' dP dans R par

O9j
Cj(e)Tfeo

De meme Ea obtenu par troncation donne l'application S de coordonnees

C (e)wofa et l'experience Gaussienne mixte G donne C (O)rrg.

Les fonctions dont nous comparons les esperances sont simplement les

J~~~~~~~~~~~fonctions ~p(z) = sup 2, (z), maximum des coordonn'ees de IR . Ces
i i

fonctions ne sont pas bornees. Pour les borner remplacons i par P
Y

d'efini par 'Py (z) = sup [y A.(z)].
Y j 3~
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LENME 6.5. Sous les conditions (R1)-(R5) on a

n(2 _1-n)b
Ej4(S)-P (S)I < e

n-ly ~~y
1

(n-l)b
Ej4(T)-*) (T)I < e 1y n-iy

pour tout entier n.

DDemonstration. En fait on

n'a donc d'int'ergt que si

non tronques f. Pour le

est toujours inferieure a

a toujours fa < 2a. La premiere inegalite

y > 2a, mais elle s'applique aussi aux rapports

montrer notons que chaque coordonnee de S0

X r0fe. On a donc

WSo (SO| < 7rof f > Y]

D'apres la demonstration du Lemme 5.3 on a E fn< e(21 )b, donc

e2n-1-n)b
E f l[fe > Y] < e-n1

y

De m^eme, pour les variables Gaussiennes mixtes on aura E gn < exp (n-l)b.

Ceci donne les inegalites voulues.

Remplacons maintenant les 4y (z) par 4Y (z) - E 4(z+Z) oiu Z

a la distribution normale centree de densite proportionnelle a

exp{- L2zI}. D'apres le Lemme 6.1 on aura I4y ,(z)4)y(z)I <-aAI
2ci
La derivee seconde sia satisfait a une condition de Lipschitz

de coefficient A 2. De plus cette derivee seconde est bornee par

2y. Le corollaire enonce apres le Lemme 6.4 donne donc
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|E W (S) -E 9 (T)I < 2a/; + m2Y be 2ae(+e 1-n)b}y y 2r a
3/2

+ 16 - K(b)a3[ +i]
a2

= 1~/12 1/12
Dans cette formule on peut prendre n = 12, a , =E

y = On aura alors

IE
P

(S) -E (T)j < m1K2(b)/12
pour une certaine fonction K2 qui depend seulement de b. Pour

repasser aux fonctions non tronquees , utilisons le Lemme 6.5, avec un

entier n (different de celui qui a ete pris ci dessus) egal a 2. Cela

ajoutera une difference d'ordre /

Enfin il nous faut passer des mesures tronquees Pa aux mesures P0

elles-memes. D'apres le Lemme 5.2 cela ajoute encore une difference de

2eb 1/12l'ordre donc aussi d'ordre E . Le Theoreme est donc demontre.
a

Le Theoreme 6.1 dit que les experiences E et G sont proches pour

certains problemes statistiques. Toutefois, a part le cas m = 2 qui est

celui des tests, ces problemes ne sont peut-etre pas d'importance majeure.

Introduisons donc d'autres classes de problemes, plus proches de ceux qui

sont souvent traites dans la litterature. Pour cela considerons un nombre
D D

D fixe et 1'espace vectorieliR . Sur ]R soit x --> lxi une norme et

D
soit U la boule unite de FR pour cette norme. Considerons des

fonctions de perte L(x,9) definies sur U xG et une fonction y -ca(y)

definie sur [0,2] et telle que a(y) -+O si y -*0.

Soit L(a,D) la classe des fonctions de perte L telles que

O < L(x,0) < 1 et IL(x,0)-L(x',0)I| < ac[lx-x'I] pour tout 0 et toute

paire (x,x') d'elements de U.
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Cette classe depend du module de continuite a, de la dimension

D et-du choix de la norme. Toutefois puisque sur les R les normes

sont toutes equivalentes, le choix de la norme est de peu d'interet,

pourvu que ce soit la meme norme qui definisse la boule U et les

homnes ca[ x-x' |] pour les differences de valeurs des fonction de perte.

Nous appellerons L*(a,D) la classe des fonctions de perte qui

peuvent etre obtenues ainsi mais pour tout espace vectoriel R avec

D' < D, c' st a dire que L*((a,D) = U{L(ac,D'), D' < D}.

Maintenant nous pouvons definir une distance Aa D(E,G) comme suit:

C'est la borne inferieure des nombres e > 0 tels que pour chaque

fonction de perte de L*(a,D) toute fonction de risque achevable sur

l'une des experiences peut aussi etre obtenue sur l'autre a un E pres.

Notons que la classe L*(a,A) est assez riche. Par exemple si

a(y) = y, elle comprend la classe des fonctions de perte ljx_¢(e)l ou

¢ est une application tout a fait arbitraire dans une U C RD, D' < D.

A un coefficient numerique pres elle comprend aussi les fonctions de perte

[Ilx-_(e),]2 pour des normes Euclidiennes ou non, mais bien s^ur avec

x et ¢(O) dans U.

Pour appliquer le Theoreme 6.1, considerons non pas une experience

donnee E mais une famille {E; £ E ]0,1[}, E. = {P ; GE I de

telles experiencea.

Ici absolument tout dependra de s a moins gue le contraire soit

specifie de f explicite.

Nous allons supposer ce qui suit

Hypothese (H). Il existe un b E ]l,a[ fixe, independant de E tel

gue E satisfasse aux conditions (Rl)-(R5) pour la

valeur e E (0,1) qu entre dans ces conditions.



70

THORE 6.2. Supposons b, a et D fixes, ind'pendants de £ et

supposons gue E satisfasse a l'hypothese H, enoncee ci dessus. Soit

G l'experience Gaussienne mixte associee.

Alors A D(E ,G ) tend vers zero quand s-+O.

Demonstration. Soit y un nombre y E (0,1) fixe. Soit 6, fixe tel

que 0 < y < 6 entraine a(y) < y. Pour une boule unite de type U C R

soit {u ; j E J} une partie maximale de U sujette aux conditions que

.1ui-uij > 6 si i & j. Notons que la cardinalite d'un tel ensemble est

bornee par un nombre m fixe, independant du choix de la norme.

Mais alors pour une fonction L de la classe L(c,D) on aura pour

tout x E U un u tel que IL(x,O)-L(uj,O)| < a[jx-u |1] < Y. A y

pres on peut donc remplacer la fonction L par une fonction L' o'u le

statisticien n'a qu'un nombre fini < m de decisions possibles. Or nous

venons de voir que A (E ,G ) < K(m,b)E / . Donc pour y fixe on aura
m ES S:

lim sup D(E,GE)< 2y

Ce qui demontre le resultat enonce.

Dans une telle situation on peut me^me se permettre de laisser

varier D avec £ pourvu que D ne croisse pas trop rapidement. En

effet, la borne du Theoreme 6.1 a la forme m K(b)Sl/l. Si par exemple

on prend a(y) = y on peut prendre des dimensions D(s) quelconques

pourvu que D(E) < ol log £1, par exemple. En effet, le nombre de points
D

tdlorrd 1.d'un reseau a distance y dans U CR est de l'ordre de D

Ici les espaces vectoriels sont de dimension finie. Nous allons

maintenant montrer qu'il est possible d'obtenir un resultat analogue pour

la distance AH associee aux problemes oiu la fonction de perte a la forme
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It-p(0)I2 pour la norme d'un espace de Hilbert H quelconque et pour

une application quelconque P de 0 dans la boule unite de H.

La demonstration suit les memes etapes que la demonstration du

Theoreme 6.1, mais les calculs sont un peu differents.

Soit E = {P e E 0} une experience o'u toutes les P0 sont
dP0

dominees par PO P . Soit f6 = dP et soit r une probabilite a
0 0 0 d0

support fini sur 0. Si p est une application de 0 dans un espace

de Hilbert H, pour la fonction de perte At-*(6)A , le risque de Bayes

prend la forme E 2 L() ou Q(f) est la forme quadratique

2L(f)~~~~~~
Q(f) , E IiP(s)-(t)l27r ir f f

s t stst

et L(f) est la forme lingaire

L(f) = 7sf-
S

Si P prend ses valeurs dans la boule unite de H on a toujours

Q(f) < 41L(f)i . Considerons alors le vecteur S = S(f) dont la premiere

coordonnee est Q(f) et la seconde coordonnee est L(f). L'experience

Gaussienne mixte donne des formes analogues oiu f est remplace par le
dG0

vecteur g des rapports g0 = d. Pour montrer que
dG0

IE E

- QE
est petit, il suffira de montrer que les lois de S - S(f) et T = S(g)

different peu. En effet 2 L(f) < 2L(f) et les L(f) sont equiintegrables,

d'apres (R2). De meme pour S(g).

Nous allons faire la demonstration en suivant pas a pas les etapes

de la demonstration du Theorame 6.1 et en utilisant les memes notations

que pour la demonstration du Lemme 6.2.
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Les termes Ukv Xk, Wks Vk ayant la meme signification que pour le

Lemme 6.2, posons

Mk (s, t) '= Di(S)_-P(t)2lrrTXUk (s)Uk (t)Wk (s)Wk( t)

Le vecteur correspondant au Sk du Lemme 6.2 aura maintenant pour

coordonnees

sk 1 = E Mk(s,t)[l+Xy(a)][1+Xk(t)]
sat

et

Sk2 = Uk(a)Wk(s)[l +X (a)]

Les coordonnees du terme qui correspond a Tk stobtiennent en remplacant

1 +XY(s) et 1 +Xk(t) respectivement par 1 +Vk(s) et 1 +Vk(t). De

meme le vecteur appele Rk pour le Lemme 6.2 s'obtient en remplacant

XY(s) et XW(t) par zero.

La difference appelee Yk a pour premiere coordonnee

yk,l = 2 Mk(s,t)Xk(s) + Mk(a,t)Xi(s)Xk(t)a t a t

Pour toute fonction c qui est deux fois derivable on a encore

1)(S) -4(T) = [( )- (T )]
k k k

et, par exemple,

¢(sk) -¢(R)=R(Rk)Yk + 2Yk (Rk) k

avec intermediaire entre Rk et Sk' exactement comme pour le

Lemme 6.2, mais alors que les differences Yk du Lemme 6.2 sont fonctions

lineaires des Xa, celles qui apparaissent ici ont un terme lineaire
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et un terme quadratique. Autrement dit Yk = Yk +Yk ou Yk est la

fonction lineaire

MM(8,t)xa(s)
stk kX(syk = st

a~~~~7ET8uk(s)wk(S)xk(S)
=~~~~~~~~

et ou Yk est le vecteur dont la premiere coordonnee est

Mk(s,t)Xk(s)Xk(t), la deuxieme etant egale a zero. On peut donc

mettre la difference 4(Sk)-4(Rk) sous la forme Ak +Bk +Ck avec

A $R +;~kKO
Ak+ k

k +k 2 k (Rk)Yk + c%jRK) MK(s,t)X(s)X(t)

ou 1 est la premiere coordonnee de ¢ et

* tBkYk(R<) 4(Rk)]Yk
Ck Yk(Rk)Yk + Yk

Pour les differences 4(Tk)-4(R ) on a des expressions analogues,

ka
soient Ak, Bk' Ck ou lesa k sont remplaces par des Vk et les termes

Yk et Yk sont devenus Zk et Zk

LEMME 6.6. Il existe un nombre K(b) dependant seulement de b tel

gue si (Rl)-(R5) sont satisfaites on a

-3 6-1 ElYiJk < a K(b)£
k

13 6-El k < a K(b)Vic
k

Demonstration. On peut ecrire

k I X 1*tUk(W)Uk(t)Wk(s)Wk(t)IXa(s)Iast k k k k k
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6X ftuk( ) kt)[suk(s)Wk(s),Xa(s),]=6[brU(t)Wk(t TsUks)k k

Pour Z on a une expression analogue o'u Xi a ete remplace par
k

V . Le resultat est donc une consequence des calculs des Lemmes 6.2 et
k

6.3.

Ce lemme permet de borner la somme des termes Bk.
Pour les termes appeles Ck ci-dessus on peut proceder de fagon

analogue. La matrice Y Y' n'a que deux termes differents de zero et
k k

Y VY n'a qu'un seul terme non nul.
k k

On obtient ainsi un resultat du type suivant:

LEMME 6.7. Soit L une borne pour les termes de la derivee seconde
2 __

}. Alors, sous les h t (Rl)-(R5), il existe des constantes

K (b) telles qu

I EIC I < L2a4K(b)s
k

1 EjCkl < L2a K1(b)v'.
k

II suffira donc de regarder ce qui se passe pour les termes appeles

Ak et A . Ici on a encore EkYk =E Z =0. Pour les termes

quadratiques on peut proceder exactement comme pour le-Lemma 6.4 et obtenir

un resultat du type suivant:

LEMME 6.8. Soit L une borne pour les termes de la derivee' . Alors,
1 -__ _ __ __ _

sous (Rl)-(R5), il existe un nombre K2(b) tel que

JIE(Ak Ak)I < (L1+L2)a 4K(b)[ +e2 )b

k a

pour tout entier n > 1.
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Rassemblant les differents termes on obtient le resultat suivant.

THEOR ME 6.3. Soit AH la distance obtenue en considerant tous les
-1.~-

problemes d'estimation d'applications t de 0 dans des boules unite

d'espaces de Hilbert avec fonction de perte egale au carre de norme.

Si les conditions (Rl)-(R5) sont satisfaites on a

1

AH(E,G) < K*(b)e

your un coefficient K*(b) gui depend seulement de b.

(1) ~(2)
Demonstration. Soient S et S les coordonnees du vecteur S

a a
defini par les experiences tronquees Ea. Le risque pour E est de la

1 S(1 (1) (2) 2 a
forme E 2 S(2) avec S < 4(S ) . Pour les experiences E on a

touJours S(2) < 2a. On peut aussi tronquer les rapports de vraisemblance
3b

de G a 2a a une erreur d'ordre- pres. Puisque le rapport
a

S()1/S(2) est toujours inferieur a 4S(2) 1'ensemble ou S(2) < a'
ne peut contribuer que 4a au plus. De meme pour T.

Considerons donc la fonction (x,y) -> c(x,y) =
x dans l'ensemble
y

,-1 2
ou O < a < y < 2a et O < x < 4y et supposons a > 8.

Dans cet ensemble la fonction 4 a des derivees premieres et

secondes bornees par a . De plus la derivee seconde satisfait a une

condition de Lipschitz avec un coefficient de Lipschitz L3 inferieur

%. 4
a 6a . Dans le Lemme 6.8 on peut prendre n = 11. Rassemblant les termes

obtenus dans les Lemmes (6.6) a (6.8) on obtient une borne du type

K (b) [1 +al0/e+a6E]. Ceci devient K*(b) en prenant a -3 a

D'o'u le'enonce'.

I1 est A remarquer que le calcul precedent est bien grossier et qu'il

devrait ^etre possible d'ameliorer la puissance de £ qui entre dans cette

formule.
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Au cours de la Section 4 nous avons enonce des theoremes de

convergence (Theoreme 4.2) faisant intervenir les distances A et AH.
Ils sont evidemment des consequences des Theoremes 6.1 et 6.3 demontres

ici. Une demonstration directe pour le cas des observations independantes

de la Section 4 peut se faire de fa9on un peu plus simple. En effet il

n'est pas besoin de faire intervenir les variables tronquees X . Dans

des termes tels que les termes 3
wU 3()W(e)k()13 que nous avons

kO6
rencontres pour le Lemme 6.2 et ses analogues, les Uk, Wk et Xk sont

alors des variables independantes, ce qui permet de borner les esperances

mathematiques de fagon un peu plus simple qu'ici. Toutefois la marche

generale du raisonnement disponible demeure la meme. Pour obtenir de

meilleurs resultats, et peut-etre montrer que la distance A(E,G) elle

meme est petite il semble necessaire d'etudier de plus pres le comportement

de applications du type f -'> sup C (O)'e f6 en fonction du vecteur

f = {f; 0 E G}. On sent bien, intuitivement, que plus l'ensemble J

est grand plus ces fonctions sont "regulieres". Il devrait donc ^etre

possible d'ameliorer de beaucoup le Theoreme 6.1. Toutefois, a l'heure

actuelle, nous n'avons pas reussi a le faire.
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